
M�etodo del Elemento Virtual

Alejandro Ortiz-Bernardin

Departamento de Ingenier��a Mec�anica

Facultad de Ciencias F��sicas y Matem�aticas

Universidad de Chile

Av. Beauchef 851, Santiago 8370456, Chile

CONTENIDO

1 Introducci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1
2 Ecuaciones de gobierno para la elasticidad lineal est�atica : : : : : : : 2

2.1 Forma fuerte : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2
2.2 Forma d�ebil : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 3

3 M�etodo del elemento virtual : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 4
3.1 Elemento poligonal : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 4
3.2 Operadores de proyecci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 4
3.3 Condiciones de ortogonalidad energ�etica : : : : : : : : : : : : : : : : 7
3.4 Forma bilineal del MEV : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8
3.5 Reexaminando los operadores de proyecci�on : : : : : : : : : : : : 8
3.6 Matrices de proyecci�on : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10
3.7 Matriz de rigidez elemental del MEV : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12
3.8 Vector elemental de fuerzas de cuerpo y de tracci�on del

MEV : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14
3.9 Norma L2 y seminorma H1 del error : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15
3.10 Matriz de rigidez elemental del MEV para el problema

de Poisson : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15
4 Ejemplos num�ericos : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16

4.1 Instrucciones de uso para la librer��a VEMLab : : : : : : : : : : : : 16
4.2 Test de la parcela en desplazamientos : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17
4.3 Convergencia num�erica : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17

Referencias : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19

1. Introducci�on

Cuando un problema de valor de contorno, como el de la elasticidad lineal est�atica, se resuelve num�eri-
camente usando la formulaci�on d�ebil de Galerkin, los desplazamientos de prueba y de peso son reempla-
zados por sus representaciones discretas, adoptando la siguiente forma:

vh(x) =

NX

a=1

�a(x)va; (1)

donde �a(x) son las funciones de base nodal, va = [v1a v2a]T son los desplazamientos nodales en el
sistema bidimensional de coordenadas Cartersianas y N es el n�umero de nodos que de�ne un elemento.

http://www.camlab.cl/teaching/books/mcms/
c 2018 por CAMLab Press 1
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En este cap��tulo solo consideraremos funciones de base que extienden el espacio de funciones de grado 1
(funciones lineales o a�nes), es decir, la aproximaci�on mediante estas funciones de base es lineal.

Es pertinente mencionar que la gran mayor��a de las funciones de base disponibles para construir
una aproximaci�on lineal, por ejemplo, funciones bilineales de Lagrange [19], funciones MLS lineales [10]
y funciones maxent lineales [1], presentan t�erminos no polinomiales o de orden superior |incluso las
funciones de base MLS y maxent son funciones racionales|, por lo tanto, vh(x) podr��a pertenecer a un
espacio levemente m�as amplio que el de las funciones a�nes y al cual denotaremos por W . Los t�erminos
adicionales no polinomiales o de orden superior que est�en presentes en la aproximaci�on lineal podr��an
potenciar la aparici�on de errores en la integraci�on de la matriz de rigidez, llevando a problemas de
estabilidad que afectar�an la convergencia del m�etodo de aproximaci�on. Este es el caso del m�etodo del
elemento �nito poligonal/poli�edrico [17,27,28], los m�etodos sin malla Galerkianos [3,4,12{16,21{24] y la
integraci�on reducida en el elemento �nito cuadril�atero bilineal [11].

El m�etodo del elemento virtual [5] (MEV) fue desarrollado para afrontar los problemas de integraci�on
num�erica en elementos poligonales. En s��ntesis, el MEV consiste en la construcci�on de una representaci�on
algebraica (exacta) de la matriz de rigidez sin la evaluaci�on expl��cita de funciones de base (las funciones
de base son virtuales). A la matriz de rigidez construida de esta manera se le considera computable, lo
que se contrapone a la matriz de rigidez no computable que requerir��a la evaluaci�on de las derivadas de
las funciones de base en los puntos de cuadratura (puntos de integraci�on) internos del elemento. En el
MEV, la matriz de rigidez se descompone en dos partes: una matriz que garantiza la reproducci�on exacta
de un campo de desplazamientos lineal (matriz de rigidez de consistencia) y una matriz de correcci�on que
provee estabilidad (matriz de rigidez de estabilidad). Esta descomposici�on est�a formulada en el esp��ritu
del teorema de equivalencia de Lax para esquemas de diferencias �nitas (consistencia + estabilidad !
convergencia) y es su�ciente para garantizar que el m�etodo pase el test de la parcela [11]. Recientemente,
la teor��a del MEV fue utilizada para corregir errores de integraci�on num�erica en el m�etodo de elementos
poligonales/poli�edricos [8, 18, 20] y en m�etodos sin malla Galerkianos [25].

Algunas de las ventajas que posee el MEV sobre el tradicional m�etodo del elemento �nito (MEF) son
las siguientes:

Abilidad para utilizar geometr��as complicadas hechas de elementos de n�umero arbitrario de lados no
necesariamente convexos, e incluso con lados coplanares y nodos colapsantes, y todo esto manteniendo
las mismas propiedades de aproximaci�on del MEF.

Posibilidad de formular aproximaciones de orden superior con un orden arbitrario de regularidad
(continuidad) global [9].

T�ecnicas de re�namiento adaptativo de mallas se facilitan enormemente dado que nodos colgantes
quedan autom�aticamente incluidos en el MEV por los elementos con lados coplanares [7].

2. Ecuaciones de gobierno para la elasticidad lineal est�atica

2.1. Forma fuerte

Consideremos un cuerpo el�astico que ocupa el dominio abierto 
 � IR2 que est�a limitado por la
super�cie unidimensional � cuya normal apuntando hacia el exterior es n� . Se considera que el contorno
admite las descomposiciones � = �g [ �f y ; = �g \ �f , donde �g es el contorno esencial (o de Dirichlet)
y �f es el contorno natural (o de Neumann). El cierre del contorno del dominio es 
 � 
 [ � . Sea
u(x) : 
 ! IR2 el campo de los desplazamientos en el punto x del cuerpo el�astico cuando este se somete
a las tracciones externas f(x) : �f ! IR2 y las fuerzas de cuerpo b(x) : 
 ! IR2. Las condiciones de
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contorno esenciales (o de Dirichlet) impuestas son g(x) : �g ! IR2. El problema de valor de contorno que
gobierna la elasticidad bidimensional lineal est�atica se lee como sigue: encontrar u(x) : 
 ! IR2 tal que

r � � + b = 0 8x 2 
; (2a)

u = g 8x 2 �g; (2b)

� � n� = f 8x 2 �f ; (2c)

donde � es el tensor de esfuerzos de Cauchy dado por

� = D :
1

2

�
ru + r

Tu
�

; (3)

donde D es un tensor constante de cuarto orden que depende del material constituyente del cuerpo
el�astico.

2.2. Forma d�ebil

Cuando se deriva la forma d�ebil de Galerkin para el problema de elasticidad lineal usando el m�etodo
de residuos ponderados, con v siendo la funci�on de peso arbitraria, se obtiene la siguiente expresi�on para
la forma bilineal:

a(u; v) =

Z




�(u) : rv dx: (4)

El gradiente del campo de los desplazamientos puede ser descompuesto en sus partes sim�etrica (rSv)
y antisim�etrica (rASv), como sigue:

rv = rSv + rASv = "(v) + !(v); (5)

donde

rSv = "(v) =
1

2

�
rv + r

Tv
�

(6)

es el tensor de deformaciones y

rASv = !(v) =
1

2

�
rv � r

Tv
�

(7)

es el tensor gradiente antisim�etrico que representa las rotaciones. Debido a que el tensor de esfuerzos es
sim�etrico, su producto con el tensor gradiente antisim�etrico es cero, lo que simpli�ca la forma bilineal a

a(u; v) =

Z




�(u) : "(v) dx (8)

y lleva a la forma est�andar de presentar la formulaci�on d�ebil: encontrar u(x) 2 V tal que

a(u; v) = ‘b(v) + ‘f (v) 8v(x) 2 W; (9a)

a(u; v) =

Z




�(u) : "(v) dx; (9b)

‘b(v) =

Z




b � v dx; ‘f (v) =

Z

�f

f � v ds; (9c)

donde V and W son los siguientes espacios de desplazamientos de prueba y de peso, respectivamente:

V :=
�

u(x) : u 2 W(
) � [H1(
)]2; u = g sobre �g

	
; (10)

W :=
�

v(x) : v 2 W(
) � [H1(
)]2; v = 0 sobre �g

	
; (11)

donde el espacio W(
) incluye campos de desplazamientos lineales.
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Las integrales que aparecen en la forma d�ebil se eval�uan sobre los elementos de una partici�on conocida
como malla. Se denota por E a un elemento que tiene un �area jEj y un contorno @E que est�a formado
por lados e de largo jej. La partici�on (malla) formada por estos elementos se denota por T h, donde h es
el m�aximo di�ametro de cualquiera de los elementos dentro de la partici�on. El set formado por la uni�on de
todos los lados de los elementos en esta partici�on se denota por Eh, y el set formado por todos los lados
elementales que se sit�uan sobre �f se denota por Eh

f . Como ya ha sido mencionado, el espacio W(
)
presentar�a, en general, t�erminos no polinomiales o de orden superior, y por lo tanto, la evaluaci�on de las
integrales de la forma d�ebil se realizar�a usando cuadratura num�erica. Particularmente, los t�erminos no
polinomiales son una fuente inevitable de error en la integraci�on num�erica de las integrales de la forma
d�ebil (la integraci�on no ser�a exacta), por lo que, de acuerdo a la de�nici�on dada en la Secci�on 1, la forma
bilineal no ser�a computable.

Reconociendo la necesidad de usar cuadratura num�erica, las formas bilineal y lineales son reemplazadas
por sus siguientes contrapartes aproximadas y dependientes de la malla:

ah(u; v) =
X

E2T h

ah
E(u; v); y ‘h

b (v) =
X

E2T h

‘h
b;E(v) y ‘h

f (v) =
X

e2Eh
f

‘h
f;e(v): (12)

La misma partici�on se usa para aproximar los campos de desplazamientos de prueba y de peso, lo que
lleva a las siguientes formas bilineal y lineales discretas, respectivamente:

ah(uh; vh) =
X

E2T h

ah
E(uh; vh); y ‘h

b (vh) =
X

E2T h

‘h
b;E(vh) y ‘h

f (vh) =
X

e2Eh
f

‘h
f;e(vh); (13)

y a los siguientes espacios discretos de prueba y de peso, respectivamente:

V h :=
�

uh(x) : uh 2 W(E) � [H1(E)]2 8E 2 T h; uh = g sobre � h
g

	
; (14)

W h :=
�

vh(x) : vh 2 W(E) � [H1(E)]2 8E 2 T h; vh = 0 sobre � h
g

	
; (15)

donde � h
g es el contorno esencial discreto, V h � V y W h � W .

En el m�etodo del elemento virtual, las formas bilineal y lineales discretas dadas en (13), que llevan
a la matriz de rigidez y vector de fuerzas elementales, respectivamente, se construyen de modo tal que
puedan ser computadas algebraicamente evitando as�� errores de cuadratura num�erica que puedan causar
problemas de estabilidad y de convergencia.

3. M�etodo del elemento virtual

En el m�etodo del elemento �nito bidimensional, la partici�on T h se forma por tri�angulos o cuadril�ateros.
Ahora consideraremos la posibilidad de usar elementos con un n�umero arbitrario de lados, es decir,
elementos poligonales. La partici�on del dominio ser�a realizada utilizando un generador de mallas de
pol��gonos, y las matrices de rigidez y vectores de fuerza elementales para estos elementos, se construir�an
usando el marco te�orico del m�etodo del elemento virtual (MEV).

3.1. Elemento poligonal

Particionemos el dominio 
 en elementos poligonales no traslapados y de lados rectos. El n�umero de
lados y nodos de un elemento poligonal se denota por N . La normal unitaria al contorno del elemento,
apuntando hacia el exterior, se denota en coordenadas Cartesianas por n = [n1 n2]T. La Figura 1
presenta una representaci�on esquem�atica de un elemento poligonal para N = 5, donde el lado ea de largo
jeaj y el lado ea�1 de largo jea�1j son lados elementales que inciden en el nodo a, y na y na�1 son las
respectivas normales unitarias a estos lados apuntando hacia el exterior.
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Figura 1: Representaci�on esquem�atica de un elemento poligonal de N = 5 lados.

3.2. Operadores de proyecci�on

Similarmente al m�etodo del elemento �nito, para que la soluci�on num�erica converja monot�onicamente
se requiere que la aproximaci�on de los desplazamientos en el elemento poligonal pueda representar modos
de cuerpo r��gido y estados de deformaci�on constante. Esto exige que la aproximaci�on de los desplaza-
mientos en el elemento sea por lo menos un polinomio lineal [26]. De�niremos operadores de proyecci�on
que permitan la extracci�on de los modos de cuerpo r��gido, los modos de deformaci�on constante y la parte
polinomial lineal del movimiento. En este contexto, la aproximaci�on de los desplazamientos se supone
continua en el elemento y a trav�es de los contornos elementales (i.e., no existen huecos ni aberturas), lo
cual tambi�en es una condici�on necesaria para la convergencia [26].

Consideremos los tres siguientes espacios a nivel elemental: el espacio de los movimientos de cuerpo
r��gido (denotado por R(E)), el espacio de los estados de deformaci�on constante (denotado por C(E)), y
el espacio de los desplazamientos lineales (denotado por P(E)) que es capaz de representar movimientos
de cuerpo r��gido y estados de deformaci�on constante. En particular, se require que P(E) = R(E) + C(E).
Antes de de�nir formalmente estos tres espacios, la siguiente de�nici�on es necesaria: el valor medio de
una funci�on h sobre los nodos del elemento poligonal est�a dado por

h =
1

N

NX

j=1

h(xj); (16)

donde N es el n�umero de nodos de coordenadas xj que de�ne al elemento poligonal. Por ejemplo, el valor
medio de las coordenadas nodales del elemento poligonal se calcula usando (16) y lo denotamos por x.
Las de�niciones formales para los espacios se dan a continuaci�on.

El espacio de los desplazamientos lineales se de�ne como

P(E) :=
�

a + B � (x � x) : a 2 IR2; B 2 IR2�2
	

; (17)

donde B es un tensor de segundo orden y por lo tanto se puede expresar como la suma de un tensor
sim�etrico y otro antisim�etrico. Denotemos el tensor sim�etrico y el tensor antisim�etrico como BS y BAS,
respectivamente. Dado que se requiere que P(E) = R(E) + C(E), se de�nen los espacios de movimientos
de cuerpo r��gido y estados de deformaci�on constante, respectivamente, como sigue:

R(E) :=
�

a + BAS � (x � x) : a 2 IR2; BAS 2 IR2�2; BT

AS = �BAS

	
; (18)

C(E) :=
�

BS � (x � x) : BS 2 IR2�2; BT

S = BS

	
: (19)
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En elementos poligonales de m�as de tres nodos, la aproximaci�on de los desplazamientos estar�a com-
puesta por una parte polinomial lineal y por una parte adicional no polinomial o de orden superiory, lo
cual implica que en el elemento u(x) 2 W(E) � P(E).

Para extraer las componentes de los desplazamientos en los tres espacios ya mencionados, se de�nen
los siguientes operadores de proyecci�on:

�R : W(E) ! R(E); �Rr = r; 8r 2 R(E) (20)

para extraer los movimientos de cuerpo r��gido,

�C : W(E) ! C(E); �Cc = c; 8c 2 C(E) (21)

para extraer los modos de deformaci�on constante, y

�P : W(E) ! P(E); �Pp = p; 8p 2 P(E) (22)

para extraer la parte polinomial lineal. Con el objetivo de garantizar que P(E) = R(E)+C(E), se requiere
que estos operadores satisfagan las siguientes condiciones de ortogonalidad:

�Rc = 0; 8c 2 C(E) (23)

�Cr = 0; 8r 2 R(E); (24)

tal que elementos de C no tengan movimientos de cuerpo r��gido y elementos de R no tengan modos de
deformaci�on constante, lo que signi�ca que �C�R = �R�C = 0, y entonces la proyecci�on sobre P puede
ser escrita como una suma directa de �R y �C :

�P = �R + �C : (25)

Por lo tanto, cualquier u; v 2 W(E) puede ser descompuesto en los siguientes tres t�erminos:

u = �Ru + �Cu + (u � �Pu); (26a)

v = �Rv + �Cv + (v � �Pv); (26b)

es decir, en una parte que representa los movimientos de cuerpo r��gido, una parte que representa los
estados de deformaci�on constante y la parte restante que representa los t�erminos no polinomiales o de
orden superior. A la Ecuaci�on (26) se le denomina descomposici�on del elemento virtual.

Unos operadores de proyecci�on que satisfagan las condiciones de ortogonalidad (23) y (24) pueden ser
construidos como sigue: de�namos el tensor de deformaci�on promediado en una celda como

b"(v) =
1

jEj

Z

E

"(v) dx =
1

2jEj

Z

@E

(v 
 n + n 
 v) ds; (27)

donde el teorema de la divergencia se ha utilizado para transformar la integral de volumen en una integral
de super�cie. Similarmente, el tensor gradiente antisim�etrico promediado en una celda se de�ne como

b!(v) =
1

jEj

Z

E

!(v) dx =
1

2jEj

Z

@E

(v 
 n � n 
 v) ds: (28)

N�otese que b"(v) y b!(v) son tensores constantes dentro del elemento.
Usando las de�niciones anteriores, la proyecci�on de v sobre el espacio de movimientos de cuerpo r��gido

se escribe como sigue:
�Rv = b!(v) � (x � x) + v; (29)

ySolo para el pol��gono de menor orden posible, es decir el tri�angulo de tres nodos, la aproximaci�on se compone �unicamente
de la parte polinomial lineal. Por ejemplo, la aproximaci�on en el elemento �nito cuadril�atero de cuatro nodos posee un
monomio cuadr�atico que se considerar��a como el t�ermino adicional de orden superior.
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donde b!(v) � (x � x) y v son los modos de rotaci�on y traslaci�on de v, respectivamente. Y la proyecci�on
de v sobre el espacio de los estados de deformaci�on constante est�a dada por

�Cv = b"(v) � (x � x): (30)

Entonces, debido a (25), la proyecci�on de v sobre el espacio de los desplazamientos lineales se escribe
como

�Pv = �Rv + �Cv = b"(v) � (x � x) + b!(v) � (x � x) + v: (31)

N�otese que al comparar (29) con (18), se veri�ca que BAS = b!(v). Tambi�en puede ser veri�cado que
BS = b"(v).

Ahora procedemos a demostrar que las condiciones de ortogonalidad (23) y (24) se cumplen para
las proyecciones (29) y (30), respectivamente. Comenzamos con la demostraci�on para la condici�on de
ortogonalidad dada en (23).

Demostraci�on. De (7) y (30), se tiene que

!(c) = rAS(�Cc) =
1

2

�
r�Cc � r

T�Cc
�

=
1

2
(b"(c) � b"(c)) = 0;

lo que debido a (28) implica que b!(c) = 0. Adicionalmente, c = �Cc = b"(c) � (x � x) = 0. Por lo tanto,
de (29) y de los resultados anteriores,

�Rc = b!(c) � (x � x) + c = 0:

Y la condici�on de ortogonalidad dada en (24) se demuestra como sigue.

Demostraci�on. De (29), r�Rr = b!(r). Y dado que b!(r) es un tensor antisim�etrico, se tiene que
r

T�Rr = �b!(r). Estos resultados se usan para obtener la siguiente deformaci�on:

"(r) = rS(�Rr) =
1

2

�
r�Rr + r

T�Rr
�

=
1

2
(b!(r) � b!(r)) = 0; (32)

lo que muestra que los modos de cuerpo r��gido tienen deformaci�on nula. Por lo tanto, de (27), (30) y (32),
se obtiene

�Cr = b"(r) � (x � x) =

�
1

jEj

Z

E

"(r) dx

�
� (x � x) = 0:

3.3. Condiciones de ortogonalidad energ�etica

El punto crucial en el MEV es que una vez que los desplazamientos (26) sean reemplazados en la
forma bilineal (8) se logre de manera efectiva una separaci�on de la matriz de rigidez que permita aislar
los t�erminos no polinomiales o de orden superior y as�� poder tomar control sobre el comportamiento de
estos. Las siguientes condiciones de ortogonalidad energ�etica son esenciales para este �n.

Consideremos la forma bilineal (8) para un elemento poligonal. La proyecci�on �C satisface la siguiente
condici�on:

aE(c; v � �Cv) = 0 8c 2 C(E); v 2 W(E); (33)

lo que signi�ca que v � �Cv es energ�eticamente ortogonal a C. A continuaci�on, la demostraci�on de esta
condici�on.

Demostraci�on. De (6) y (30) se tiene que

"(�Cv) = rS(�Cv) =
1

2

�
r�Cv + r

T�Cv
�

=
1

2
(b"(v) + b"(v)) = b"(v): (34)
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Usando (8) para el elemento poligonal, (27), (34), y notando que �(c) y b"(v) son tensores constantes, se
obtiene lo siguiente:

aE(c; v � �Cv) = �(c) :

�Z

E

"(v) dx �

Z

E

"(�Cv) dx

�

= �(c) :

�Z

E

"(v) dx �

Z

E

b"(v) dx

�

= �(c) :

�Z

E

"(v) dx � b"(v)

Z

E

dx

�

= �(c) :

�Z

E

"(v) dx � b"(v)jEj

�

= �(c) :

�Z

E

"(v) dx �

Z

E

"(v) dx

�
= 0:

Adicionalmente, la siguiente condici�on de ortogonalidad energ�etica emana de (33): la proyecci�on �P

satisface
aE(p; v � �Pv) = 0 8p 2 P(E); v 2 W(E); (35)

lo que signi�ca que v � �Pv es energ�eticamente ortogonal a P . La demostraci�on es la siguiente.

Demostraci�on. Debido a que los modos de cuerpo r��gido tienen deformaci�on nula, cualquier t�ermino que
contenga modos de cuerpo r��gido en la forma bilineal debe ser exactamente cero. Entonces,

aE(p; v � �Pv) = aE(r + c; v � �Rv � �Cv)

= aE(c; v � �Cv) � aE(c; �Rv) + aE(r; v � �Rv � �Cv)

= aE(c; v � �Cv) = 0;

donde (33) fue utilizado en la �ultima igualdad.

Una �ultima observaci�on. Dado que p = r + c y aE(r; �) = 0, la siguiente condici�on de ortogonalidad
energ�etica nace de (35):

aE(c; v � �Pv) = 0 8c 2 C(E); v 2 W(E): (36)

3.4. Forma bilineal del MEV

Sustituyendo la descomposici�on (26) en la forma bilineal (8) lleva a la siguiente descomposici�on de la
forma bilineal en el elemento:

aE(u; v) = aE(�Ru + �Cu + (u � �Pu); �Rv + �Cv + (v � �Pv))

= aE(�Cu; �Cv) + aE(u � �Pu; v � �Pv); (37)

donde los siguientes argumentos han sido usados: la simetr��a de la forma bilineal, los t�erminos �Rv y �Ru

no contribuyen en la forma bilineal (ambos tienen deformaci�on nula), y la condici�on de ortogonalidad
energ�etica (36).

El primer t�ermino en el lado derecho de (37) es la forma bilineal asociada a los modos de deformaci�on
constante que proveen consistencia (llevan a la matriz de rigidez de consistencia) y el segundo t�ermino
es la forma bilineal asociada a los t�erminos no polinomiales o de orden superior que proveen estabilidad
(llevan a la matriz de rigidez de estabilidad). Volveremos a estos dos conceptos m�as adelante en esta
secci�on.
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3.5. Reexaminando los operadores de proyecci�on

Los operadores de proyecci�on del MEV (29), (30) y (31) pueden ser obtenidos \intr��nsecamente" de la
condici�on de ortogonalidad energ�etica (35). Para lograr esto, observemos que �(p) y r(�Pv) son campos
constantes debido a que p; �Pv 2 P(E). Usemos la observaci�on precendente y la forma bilineal dada
en (4) para obtener

aE(p; v � �Pv) =

Z

E

�(p) : r(v � �Pv) dx

= �(p) :

�Z

E

rv dx � r(�Pv)

Z

E

dx

�

= �(p) :

�Z

E

rv dx � r(�Pv)jEj

�
: (38)

Y dado que (38) debe ser exactamente cero por la condici�on ortogonal (35), se llega a

r(�Pv) =
1

jEj

Z

E

rv dx: (39)

Usando (5), (27) y (28), la Ecuaci�on (39) puede ser reescrita como sigue:

r(�Pv) =
1

jEj

Z

E

"(v) dx +
1

jEj

Z

E

!(v) dx = b"(v) + b!(v): (40)

Por lo tanto, de (40), �Pv debe tener la siguiente forma:

�Pv = b"(v) � x + b!(v) � x + a0: (41)

Y debido a que a0 es una constante, la proyecci�on aE(p; v � �Pv) = 0 de�ne �P v solo hasta una
constante. Entonces, para encontrar a0 necesitamos un operador de proyecci�on sobre las constantes,
�0 : W(E) ! IR2, tal que

�0(�Pv) = �0v: (42)

Es su�ciente usar (16) como el operador sobre las constantes [5, 7]. Esto resulta en

�0v =
1

N

NX

j=1

v(xj) = v; (43)

la cual satisface (42) como se comprueba en la siguiente demostraci�on.

Demostraci�on.

�0(�Pv) = �0(�Rv) + �0(�Cv)

= b!(v) � (�0x � x) + v + b"(v) � (�0x � x)

= b!(v) � (x � x) + v + b"(v) � (x � x)

= v

= �0v;

donde se ha usado que b!(v) y b"(v) son tensores constantes.

Aplicando (42) a (41) resulta en

�0(�P v) = b"(v) � �0x + b!(v) � �0x + �0a0 = �0v

= b"(v) � x + b!(v) � x + a0 = v: (44)
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Y resolviendo para encontrar a0 en (44) se llega a

a0 = v � b"(v) � x � b!(v) � x: (45)

Finalmente, sustituyendo (45) en (41) se obtiene el operador de proyecci�on que ya hab��a sido dado en (31):

�P v = b"(v) � (x � x) + b!(v) � (x � x) + v: (46)

3.6. Matrices de proyecci�on

Las matrices de proyecci�on resultan de discretizar los operadores de proyecci�on. Para facilitar las
derivaciones, empezamos por escribir las proyecciones �Rv y �Cv en t�erminos de sus bases espaciales.
Para lograr lo anterior, consideremos el espacio Cartesiano bidimensional y la antisimetr��a de b! � b!(v)z.
La proyecci�on (29) puede ser escrita como sigue:

�Rv =

�
v1 + (x2 � x2)b!12
v2 � (x1 � x1)b!12

�

=

�
1 0 (x2 � x2)
0 1 �(x1 � x1)

� "
v1
v2
b!12

#

=
h

1
0

i
v1 +

h
0
1

i
v2 +

�
(x2 � x2)

�(x1 � x1)

�
b!12

= r1v1 + r2v2 + r3b!12: (47)

As��, la base para el espacio de los modos de cuerpo r��gido es:

r1 = [ 1 0 ]T ; r2 = [ 0 1 ]T ; r3 = [ (x2 � x2) �(x1 � x1) ]
T

: (48)

Similarmente, considerando la simetr��a de b" � b"(v), la proyecci�on (30) puede ser escrita como

�Cv =

�
(x1 � x1)b"11 + (x2 � x2)b"12
(x1 � x1)b"12 + (x2 � x2)b"22

�

=

�
(x1 � x1) 0 (x2 � x2)

0 (x2 � x2) (x1 � x1)

� " b"11
b"22
b"12

#

=
h

(x1 � x1)
0

i
b"11 +

h
0

(x2 � x2)

i
b"22 +

�
(x2 � x2)
(x1 � x1)

�
b"12

= c1b"11 + c2b"22 + c3b"12: (49)

As��, la base para el espacio de los estados de deformaci�on constante es:

c1 = [ (x1 � x1) 0 ]
T

; c2 = [ 0 (x2 � x2) ]
T

; c3 = [ (x2 � x2) (x1 � x1) ]
T

: (50)

En cada elemento poligonal de N lados y con coordenadas nodales denotadas por xa = [x1a x2a]T,
los desplazamientos de prueba y de peso est�an dados por

uh(x) =

NX

a=1

�a(x)ua; vh(x) =

NX

b=1

�b(x)vb; (51)

zNotar que b!11 = b!22 = 0 y b!21 = �b!12.
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donde �a(x) y �b(x) son funciones de base nodales, y ua = [u1a u2a]T y vb = [v1b v2b]T son desplaza-
mientos nodales. Las funciones de base nodales tambi�en se usan para la discretizaci�on de las componentes
de la base para el espacio de los modos de cuerpo r��gido:

rh
�(x) =

NX

a=1

�a(x)r�(xa); � = 1; : : : ; 3 (52)

y de las componentes de la base para el espacio de los modos de deformaci�on constante:

ch
�(x) =

NX

a=1

�a(x)c�(xa); � = 1; : : : ; 3: (53)

La forma discreta de la proyecci�on para extraer los modos de cuerpo r��gido se obtiene mediante la
sustituci�on de (51) y (52) en (47), lo que lleva a

�
�Rvh

�
ab

=

�
�a

h
1
0

i
�a

h
0
1

i
�a

�
(x2a � x2)

�(x1a � x1)

� � "
�bv1b

�bv2b
q2bv1b � q1bv2b

#

=
h

�a 0
0 �a

i �
1 0 (x2a � x2)
0 1 �(x1a � x1)

� "
�b 0
0 �b

q2b �q1b

# h
v1b
v2b

i
; (54)

donde

qia =
1

2jEj

Z

@E

�ani ds; i = 1; 2 (55)

apareci�o debido a la discretizaci�on de b!12 (ver (28)). La forma matricial de (54) se obtiene mediante la
expansi�on de los ��ndices nodales como sigue:

�Rvh =

NX

a=1

NX

b=1

�
�Rvh

�
ab

= NPRq; (56)

donde
N = [(N)1 � � � (N)a � � � (N)N ] ; (N)a =

h
�a 0
0 �a

i
; (57)

q =
�
vT

1 � � � vT

a � � � vT

N

�T
; va = [v1a v2a]T (58)

y
PR = HRW T

R (59)

con

HR = [ (HR)1 � � � (HR)a � � � (HR)N ]
T

; (HR)a =

"
1 0
0 1

(x2a � x2) �(x1a � x1)

#T

(60)

y

WR = [ (WR)1 � � � (WR)a � � � (WR)N ]
T

; (WR)a =

"
�a 0
0 �a

q2a �q1a

#T

: (61)

Similarmente, sustituyendo (51) y (53) en (49) se llega a la siguiente forma discreta de la proyecci�on
para extraer los modos de deformaci�on constante:

�
�Cvh

�
ab

=

�
�a

h
(x1a � x1)

0

i
�a

h
0

(x2a � x2)

i
�a

�
(x2a � x2)
(x1a � x1)

� � � 2q1bv1b
2q2bv2b

q2bv1b + q1bv2b

�

=
h

�a 0
0 �a

i �
(x1a � x1) 0 (x2a � x2)

0 (x2a � x2) (x1a � x1)

� � 2q1b 0
0 2q2b

q2b q1b

� h
v1b
v2b

i
: (62)
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La forma matricial de (62) se obtiene mediante la expansi�on de los ��ndices nodales como sigue:

�Cvh =

NX

a=1

NX

b=1

�
�Cvh

�
ab

= NPCq; (63)

donde
PC = HCW T

C (64)

con

HC = [ (HC)1 � � � (HC)a � � � (HC)N ]
T

; (HC)a =

"
(x1a � x1) 0

0 (x2a � x2)
(x2a � x2) (x1a � x1)

#T

(65)

y

WC = [ (WC)1 � � � (WC)a � � � (WC)N ]
T

; (WC)a =

� 2q1a 0
0 2q2a

q2a q1a

�T

: (66)

Entonces, la forma matricial de la proyecci�on para extraer la parte polinomial lineal del campo de los
desplazamientos es PP = PR + PC .

Para el desarrollo de la matriz de rigidez de consistencia que se realiza en la siguiente secci�on, ser�a
�util tener la siguiente expresi�on alternativa para la forma discreta de la proyecci�on para extraer los modos
de deformaci�on constante:

�Cvh = c1b"11 + c2b"22 + c3b"12

= c1

NX

b=1

2q1bv1b + c2

NX

b=1

2q2bv2b + c3

NX

b=1

(q2bv1b + q1bv2b)

=

NX

b=1

[ 2q1bc1 + q2bc3 2q2bc2 + q1bc3 ]
h

v1b
v2b

i

= [ c1 c2 c3 ]

NX

b=1

� 2q1b 0
0 2q2b

q2b q1b

� h
v1b
v2b

i

= c W T

C q: (67)

Finalmente, la forma discreta de la proyecci�on sobre las constantes se obtiene mediante la sustituci�on
de (51) en (43), lo que resulta en

�
�0vh

�
a

=
1

N

NX

j=1

�
�a(xj) 0

0 �a(xj)

� h
v1a
v2a

i

=

�
�a 0
0 �a

� h
v1a
v2a

i
: (68)

La forma matricial de (68) se obtiene mediante la expansi�on de los ��ndices nodales como sigue:

�0vh =

NX

a=1

�
�0vh

�
a

= Nq; (69)

donde

N =
�
(N )1 � � � (N)a � � � (N )N

�
; (N )a =

�
�a 0
0 �a

�
: (70)
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3.7. Matriz de rigidez elemental del MEV

La descomposici�on dada en (37) se usa para construir la forma bilineal aproximada y dependiente de
la malla, ah

E(u; v), de tal modo que pueda ser computada en forma algebraica a nivel elemental. Con este
�n, se aproxima el t�ermino aE(u � �Pu; v � �Pv), el cual no es computable, con uno que es computable
y que est�a dado por sE(u � �P u; v � �Pv) para luego de�nir:

ah
E(u; v) := aE(�Cu; �Cv) + sE(u � �Pu; v � �Pv); (71)

donde el lado derecho, como ser�a evidente m�as adelante en esta secci�on, se computa algebraicamente.
Se ha demostrado que la descomposici�on (71) posee las siguientes propiedades cruciales para establecer
convergencia [5, 6]:

Para todo h y para todo E en T h

Consistencia: 8p 2 P(E); 8vh 2 V h

ah
E(p; vh) = aE(p; vh): (72)

Estabilidad : 9 dos constantes �� > 0 y �� > 0, independientes de h y de E, tal que

8vh 2 V h ��aE(vh; vh) � ah
E(vh; vh) � ��aE(vh; vh): (73)

Por supuesto, el t�ermino computable, sE(u � �Pu; v � �Pv), debe ser elegido de modo tal que las
condiciones (72) y (73) se cumplan.

La versi�on discreta de la forma bilineal del MEV (71) se construye como se describe a continuaci�on.
Se sustituye (67) en el primer t�ermino del lado derecho de (71); se usa (56) y (63) para obtener �Pvh =
�Rvh + �Cvh = NPPq, donde PP = HRW T

R + HCW T

C . Tambi�en, se debe notar que vh = Nq. Luego,
se sustituyen las expresiones para �Pvh y vh en el segundo t�ermino del lado derecho de (71). Todo lo
anterior resulta en

ah
E(uh; vh) = aE(c W T

C d; c W T

C q) + sE(Nd � NPP d; Nq � NPP q)

= qTWC aE(cT; c) W T

C d + qT(I2N � PP)T sE(NT; N) (I2N � PP) d

= qTjEj WC D W T

C d + qT(I2N � PP)T SE (I2N � PP) d; (74)

donde I2N es la matriz de identidad de tama~no (2N � 2N), d es el vector columna de los des-
plazamientos nodales y SE = sE(NT; N). Usando la notaci�on de Voigt y observando que "(c) =

[ "11(c) "22(c) "12(c) ]
T

= I3 (la matriz de identidad de tama~no (3�3)), en (74) se ha usado que
aE(cT; c) =

R
E
"
T(c)D"(c) dx = D

R
E

dx = jEjD, donde D es la matriz constitutiva para un material
lineal el�astico e isotr�opico dada por

D =
EY

(1 + �)(1 � 2�)

"
1 � � � 0

� 1 � � 0
0 0 2(1 � 2�)

#
(75)

para el estado de deformaci�on plana, y

D =
EY

(1 � �2)

"
1 � 0
� 1 0
0 0 2(1 � �)

#
(76)

para el estado de esfuerzo plano, donde EY es el m�odulo de Young y � es el coe�ciente de Poisson.
El primer t�ermino del lado derecho de (74) es la parte que provee consistencia a la forma bilineal

discreta del MEV y que permite pasar el test de la parcela cuando la soluci�on es un campo de desplaza-
mientos lineal (se satisface la condici�on (72)). El segundo t�ermino del lado derecho de (74) es la parte que
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provee estabilidad a la forma bilineal discreta del MEV y es dependiente de la matriz SE = sE(NT; N).
Esta matriz debe ser elegida de modo tal que la condici�on (73) se cumpla sin poner en riesgo el cumpli-
miento de la condici�on (72) que ya fue tomada en cuenta por la parte consistente. Podemos explorar las
propiedades deseables para SE mediante inspecci�on. Con este �n, denotemos el espacio de t�erminos no
polinomiales y de orden superior por H. Entonces, para h 2 H la forma bilineal del MEV dada en (71)
lleva a

aE(h; h) = sE(h; h): (77)

Sin duda, en (77) sE debe ser de�nida positiva sobre el espacio H para que a los modos de deformaci�on
no polinomiales o de orden superior, no nulos, no les sean asignados energ��a de deformaci�on nula; sE

tambi�en deber��a escalar como la forma bilineal exacta aE . Por lo tanto, la matriz computable SE debe
poseer estas propiedades ya mencionadas. Existen varias posibilidades para elegir esta matriz (ver por
ejemplo las Referencias [5, 6, 18]). Aqu�� adoptaremos SE dada por [18]

SE = �E I2N ; �E = 
jEjtrace(D)

trace(HT

C HC)
; (78)

donde �E es un par�ametro de escalamiento y usualmente  = 1.
De (74), la expresi�on �nal para la matriz de rigidez del MEV puede ser escrita como la suma de la

matriz de rigidez de consistencia y la matriz de rigidez de estabilidad, respectivamente, como sigue:

KE = jEj WC D W T

C + (I2N � PP)T SE (I2N � PP); (79)

donde debemos recordar que PP = HRW T

R + HCW T

C . Notar que HR y HC , las que est�an dadas en (60)
y (65), respectivamente, son calculadas usando solamente las coordenadas nodales del elemento. No obs-
tante, para poder calcular WR y WC (ver sus expresiones en (61) y (66), respectivamente) necesitamos
conocer algo del comportamiento de las funciones de base para poder determinar �a y qia. Observemos
que �a se calcula usando (43), lo que requiere el conocimiento de las funciones de base en los nodos del
elemento. Por otro lado, qia se calcula usando (55), lo que requiere el conocimiento de las funciones de
base sobre los lados del elemento. Por lo tanto, todo lo que necesitamos conocer acerca de las funciones de
base es el comportamiento de estas sobre el contorno del elemento. En el MEV, se hace la suposici�on de
que las funciones de base son lineales por tramo (lado por lado) y continuas sobre los lados del elemento,
lo que implica que �a(xb) = �ab, donde xb son las coordenadas nodales y �ab es la funci�on delta Kronecker.
Esta suposici�on permite el c�omputo de �a simplemente como

�a =
1

N

NX

j=1

�a(xj) =
1

N
(80)

y el c�alculo exacto de qia mediante una regla trapezoidal, lo que da

qia =
1

2jEj

Z

@E

�ani ds =
1

4jEj
(jea�1jfniga�1 + jeajfniga) ; i = 1; 2; (81)

donde fniga son las componentes de na y jeaj es el largo de los lados que inciden en el nodo a, tal como
se de�ne en la Figura 1.

En el MEV, se utilizan las Ecuaciones (80) y (81), lo que se traduce en que las funciones de base no se
eval�uan expl��citamente | de hecho, nunca se calculan. Por esta raz�on, se dice que las funciones de base
del MEV son virtuales. Adem�as, no se requiere el conocimiento de las funciones de base en el interior del
elemento, a�un cuando la aproximaci�on en el interior del elemento sigue siendo lineal y est�a dada por (31).
En consecuencia, una de�nici�on m�as espec���ca para el espacio de los desplazamientos de prueba que la
de�nici�on ya dada en la Secci�on 2.2 es la siguiente [5, 8]:

V h :=
�

vh 2 [H1(E) \ C0(E)]2 : �vh = 0 en E; vhje = P(e) 8e 2 @E
	

; (82)

la que se conoce con el nombre de espacio del elemento virtual.
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3.8. Vector elemental de fuerzas de cuerpo y de tracci�on del MEV

Para desplazamientos lineales, la fuerza de cuerpo puede ser aproximada por una constante por tramos.
En el MEV, esta aproximaci�on constante por tramos suele de�nirse como un promedio en la celda dado
por bh = 1

jEj

R
E

b dx = bb. Por lo tanto, la forma lineal discreta del MEV que contiene el t�ermino de las

fuerzas de cuerpo puede ser computado del siguiente modo [2, 5, 6]:

‘h
b;E(vh) =

Z

E

bh � �0vh dx = jEjbb � vh = qTjEj N
Tbb: (83)

Entonces, el vector elemental de fuerzas de cuerpo del MEV est�a dado por

fb;E = jEj N
Tbb: (84)

El vector elemental de fuerzas de tracci�on del MEV es similar al de fuerzas de cuerpo, pero la integral es
de una dimensi�on menor. Por lo tanto, considerando el lado del elemento como un elemento unidimensional
de dos nodos, el vector elemental de fuerzas de tracci�on del MEV puede ser calculado similarmente al de
fuerzas de cuerpo del siguiente modo:

ff;e = jej N
T

�
bf ; (85)

donde

N� =

�
�1 0 �2 0
0 �1 0 �2

�
=

�
1
N

0 1
N

0
0 1

N
0 1

N

�
=

�
1
2 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

�
(86)

y bf = 1
jej

R
e

f ds.

3.9. Norma L2 y seminorma H1 del error

Para estudiar la exactitud y la convergencia del MEV, se utilizan dos medidas globales del error. La
norma L2 relativa del error en los desplazamientos de�nida como

jju � �PuhjjL2(
)

jjujjL2(
)
=

sP
E

R
E

(u � �Puh)
T

(u � �Puh) dxP
E

R
E

uTu dx
; (87)

y la seminorma H1 relativa del error en los desplazamientos dada por

jju � �PuhjjH1(
)

jjujjH1(
)
=

sP
E

R
E

("(u) � "(�Cuh))
T

D ("(u) � "(�Cuh)) dxP
E

R
E
"(u)TD"(u) dx

; (88)

donde la deformaci�on aparece en notaci�on de Voigt, y por (34), "(�Cuh) = b"(uh).
En las normas, las integrales sobre el elemento E se calculan usando cuadratura num�erica. Para esto,

el pol��gono se particiona en tri�angulos y se de�nen puntos de integraci�on en ellos.

3.10. Matriz de rigidez elemental del MEV para el problema de Poisson

La formulaci�on del MEV para el problema de Poisson se desarrolla de manera similar al problema de
la elasticidad lineal est�atica. No obstante, aqu�� se ha decidido desarrollar la matriz de rigidez elemental
del MEV para el problema de Poisson por reducci�on en la formulaci�on para la elasticidad lineal est�atica.
El problema de Poisson con el que trabajaremos es el siguiente: consideremos un dominio abierto 
 � IR2

que est�a limitado por la super�cie unidimensional � cuya normal apuntando hacia el exterior es n� . El
contorno esencial (o de Dirichlet) se denota por �g. El cierre del contorno del dominio es 
 � 
 [ � .
Sea u(x) : 
 ! IR la variable de campo y f(x) : 
 ! IR el t�ermino fuente. Las condiciones de contorno
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esenciales (o de Dirichlet) impuestas son g(x) : �g ! IR. El problema de valor de contorno que gobierna
el problema de Poisson se lee como sigue: encontrar u(x) : 
 ! IR tal que

�r
2u = f 8x 2 
; (89a)

u = g 8x 2 �g: (89b)

En la formulaci�on del MEV para la elasticidad lineal est�atica, se realizan las siguientes reducciones: el
campo de los desplazamientos se reduce al campo escalar u(x), la deformaci�on se simpli�ca a "(u) = ru,
las rotaciones quedan como !(u) = 0, y la matriz constitutiva del material se reemplaza por la matriz
de identidad de tama~no (2 � 2). Luego, las proyecciones del MEV para el problema de Poisson quedan
como �Ru = u y �Cu = b"(u) � (x � x). Las matrices que resultan de la discretizaci�on de los operadores
de proyecci�on se simpli�can a

HR = [ (HR)1 � � � (HR)a � � � (HR)N ]
T

; (HR)a = 1; (90)

WR = [ (WR)1 � � � (WR)a � � � (WR)N ]T ; (WR)a =
1

N
; (91)

HC = [ (HC)1 � � � (HC)a � � � (HC)N ]
T

; (HC)a = [ (x1a � x1) (x2a � x2) ] ; (92)

WC = [ (WC)1 � � � (WC)a � � � (WC)N ]
T

; (WC)a = [ 2q1a 2q2a ] : (93)

Usando las matrices precedentes, la matriz de proyecci�on es PP = HRW T

R + HCW T

C y la expresi�on �nal
para la matriz de rigidez del VEM para el problema de Poisson se escribe como

KE = jEj WCW T

C + (IN � PP)T(IN � PP); (94)

donde IN es la matriz de identidad de tama~no (N � N) y SE = IN ha sido utilizada en la matriz de
rigidez de estabilidad dado que esta elecci�on es adecuada para el problema de Poisson [5].

4. Ejemplos num�ericos

En esta secci�on se presentan algunos ejemplos num�ericos que fueron resueltos usando el programa
VEMLab, una librer��a escrita en MATLAB que implementa el MEV para los problemas de elasticidad lineal
est�atica y de Poisson en dos dimensiones. La librer��a tambi�en permite la resoluci�on de estos problemas
mediante el MEF usando elementos triangulares de tres nodos y elementos cuadril�ateros de cuatro nodos.
VEMLab es un proyecto de c�odigo abierto y libre que est�a disponible para su descarga desde el sitio
http://camlab.cl/research/software/vemlab/.

4.1. Instrucciones de uso para la librer��a VEMLab

Para realizar una simulaci�on se debe preparar una funci�on principal que al ser ejecutada la iniciar�a y
la dirigir�a hasta su conclusi�on. En la carpeta \test" se incluyen algunos ejemplos de funciones principales.

La carpeta \test/mesh �les" posee varios archivos de texto que contienen la informaci�on de mallas de
prueba. Estos archivos de texto se leen desde las funciones principales que est�an contenidas en la carpeta
\test". Para generar nuevas mallas, se deben utilizar las siguientes funciones que se encuentran en la
carpeta \mesher":

create polygonal mesh.m para elementos poligonales.

create quadrilateral mesh.m para elementos cuadril�ateros de cuatro nodos.

http://camlab.cl/research/software/vemlab/
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create triangular mesh.m para elementos triangulares de tres nodos.

Estas funciones crean los archivos de texto que contienen la informaci�on de las mallas y los guarda en la
carpeta \test/mesh �les", quedando disponibles para ser le��dos desde las funciones principales.

En la funci�on principal se debe especi�car el m�etodo que se desea utilizar en la simulaci�on. Esto se reali-
za mediante la variable vemlab method. Por ejemplo, para resolver utilizando el MEV, esta variable se �ja
como vemlab method=‘VEM2D’. Para resolver con el MEF, se puede utilizar vemlab method=‘FEM2DQ4’

para elementos cuadril�ateros de cuatro nodos o vemlab method=‘FEM2DT3’ para elementos triangulares
de tres nodos. Las mallas de elementos cuadril�ateros y triangulares son instancias particulares de elemen-
tos poligonales, por lo que pueden ser utilizadas para resolver problemas con el MEV cuando se especi�ca
vemlab method=‘VEM2D’. Sin embargo, las mallas poligonales de elementos de m�as de tres lados no pue-
den ser utilizadas cuando se especi�ca vemlab method=‘FEM2DT3’, y las de tres o m�as de cuatro lados no
pueden ser utilizadas cuando se especi�ca vemlab method=‘FEM2DQ4’.

Antes de comenzar la simulaci�on es importante especi�car las opciones para los gr�a�cos y los archivos
de salida. Las opciones se deben activar o desactivar en la funci�on plot and output options.m que est�a
en la carpeta \con�g".

Luego de que la simulaci�on ha concluido, los archivos de salida del programa quedan guardados
en la carpeta \test/output �les". Dentro de esta carpeta existen tres subcarpetas que contienen di-
ferentes archivos de salida. La carpeta \GiD" contiene archivos de salida para ser le��dos en el post-
procesador de GiD (https://www.gidhome.com/), la carpeta \VTK" contiene archivos de salida que
pueden ser le��dos en el visualizador VTK (https://www.vtk.org/) o en el visualizador de ParaView
(https://www.paraview.org/), y la carpeta \txt" contiene archivos de salida en formato de texto.

4.2. Test de la parcela en desplazamientos

Este test consiste en la soluci�on de un problema de elasticidad lineal est�atica con b = 0 y condi-
ciones de contorno esenciales (Dirichlet) g = [x1 x1 + x2]T impuestas a lo largo de todo el contorno
de un dominio cuadrado unitario. Esto resulta en que g es tambi�en la soluci�on exacta dentro del do-
minio. Se considera un estado de deformaci�on plana con los siguientes par�ametros para el material:
EY = 1 � 107 psi y � = 0;3. Para resolver este problema con el programa VEMLab, se utiliza la funci�on
linear patch test linelast2d.m que se encuentra en la carpeta \test". La malla poligonal y los resul-
tados del MEV para este problema se muestran en la Figura 2. Los valores de la norma L2 relativa del
error y la seminorma H1 relativa del error que se obtienen para la malla que se muestra en la Figura 2(a)
son 2;5493 � 10�16 y 1;3766 � 10�15, respectivamente. Por lo tanto, tal como predice la teor��a, la soluci�on
del MEV coincide (dentro de la precisi�on de m�aquina) con la soluci�on exacta.

4.3. Convergencia num�erica

A continuaci�on se estudia la convergencia num�erica del MEV. Para ello se considera una viga en
voladizo de espesor unitario sometida a una carga parab�olica P en uno de sus extremos. La Figura 3
ilustra la geometr��a y las condiciones de borde. Se asume un estado de deformaci�on plana. Las condiciones
de borde esenciales en el extremo empotrado se aplican de acuerdo a la soluci�on anal��tica dada por
Timoshenko y Goodier [29]:

ux = �
P y

6EY I

�
(6L � 3x)x + (2 + �)y2 �

3D2

2
(1 + �)

�
;

uy =
P

6EY I

�
3�y2(L � x) + (3L � x)x2

�
;

donde EY = EY =
�
1 � �2

�
con m�odulo de Young EY = 1 � 107 psi, y � = �= (1 � �) con coe�ciente de

Poisson � = 0;3; el largo de la viga es L = 8 in., el alto de la viga es D = 4 in., e I es el segundo momento
de �area de la secci�on de la viga. La carga total en el contorno natural es P = �1000 lbf.

https://www.gidhome.com/
https://www.vtk.org/
https://www.paraview.org/
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Figura 2: Soluci�on del MEV para el test de la parcela en desplazamientos usando el programaVEMLab. (a)
Malla de elementos poligonales, (b) desplazamiento horizontal, (c) desplazamiento vertical, y (d) norma
del desplazamiento. La normaL 2 relativa del error es 2;5493� 10� 16 y la seminormaH 1 relativa del error
es 1;3766� 10� 15.
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