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VEM: nueva herramienta para simulacion
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a+1

La formulacion admite
poligonos bien generales

Motivacion

. nueva herramienta para simulacion

Elemento poligonal convexo

(Chi et. al, CMAME, 2017)

Computational & Applied Mechanics Lab
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Meétodo del Elemento Virtual — Elast. Lineal Estatica

UNIVERSIDAD DE CHILE

Poligono de tres lados  Forma bilineal - matriz de rigidez:

ap(u',v") = [, eT(v")De(u") da
i u”: desplazamiento (funcién de prueba)

v desplazamiento (funcion de peso)

Base de construccion aproximacion ul y v

p=A1z, y}
Movimientos de cuerpo rigido:

T » dos traslaciones

e Una rotacion

Rango de la matriz de rigidez elemental:

R =6 grados de libertad — 3 movimientos de cuerpo rigido = 3

Computational & Applied Mechanics Lab

CAMLab

DIMEC - UChile 5




UNIVERSIDAD DE CHILE

Método del Elemento Virtual —

Poligono de tres lados

Computational & Applied M

CAMLab
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Integracion numerica con 1 punto:

aly(uh, vh) = €7 (v"(x))De (u"

D es una matriz de tamano 3x3

d

R = 3 (rango completo)
Matriz de rigidez bien condicionada/estable
Matriz de rigidez integrada exactamente

Elast. Lineal Estatica

(X)) w
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Método del Elemento Virtual — Elast. Lineal Estatica

Poligono de cuatro lados

(_1:- 1}

n
A

Forma bilineal - matriz de rigidez:

_{1,1} G,E 'u, 'U fE h)DE )d:r:

Base de construccidon aproximacion ul y v’

'::_1:- _lj

..- -
(1.—-1)

FE IJ‘ — {17 g? ?77 gn}

Movimientos de cuerpo rigido:

» dos traslaciones

e UNna rotacion

Rango de la matriz de rigidez elemental:

R = 8 grados de libertad — 3 movimientos de cuerpo rigido =5

Computational & Applied Mechanics Lab
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Método del Elemento Virtual — Elast. Lineal Estatica

Poligono de cuatro lados

@ T —— ' Integracion numerica con 1 punto:

X al (u,v") = T (v"(x))De(ul(x)) w

//M 8 D es una matriz de tamario 3x3

d

R=3 < 5 (rango incompleto)

2 modos espurios (energia de deformacion nula)

Matriz de rigidez subintegrada (inexacta)

Monomio &7 responsable de los modos espurios (1 c/grado de libertad)

Computational & Applied M
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Método del Elemento Virtual —

p=A1,¢& n,

...y en poligonos “serendipitos” con cuadratura de 1 punto

&2, &n, n2, €n, &n?)

Elast. Lineal Estatica

m = 2x(monomios orden superior) = 2 X 5 = 10 modos

(integracion inexacta / error de cuadratura)

p=11,¢&, n,

&2, &n, n?, €3, En, &, nd, E3n, né3

}

m = 2x(monomios orden superior) = 2 X 9 = 18 modos

(integracion inexacta / error de cuadratura)




Método del Elemento Virtual — Elast. Lineal Estatica
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Poligono arbitrario (aproximacion lineal)

a+l Base de construccion aproximacion:

p=A{1, z, yru{z? a2y, ...}
Espacios de desplazamientos:

P(E) = espacio de desplazamientos lineales

H(E) = espacio terminos de orden superior

coult vt e W(E) D P(E)

Seall : W(E) — P(E), IIp=p, Vp € P(E).
Entonces,

= [Tu" + (u" — [Tu")
= ITv" + (v" — ITv")
Computational & Applied M 6 7') E H

CAMLab
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Método del Elemento Virtual — Elast. Lineal Estatica

Construccion del método

A nivel elemental se exige que la proyeccion satisfaga la siguiente condicion
de ortogonalidad:

ap(p,v" — IIv") =0 Vpec P(E), v" e W(E)
la que permite obtener la siguiente “descomposicion del elemento virtual”:
ap(u, v") = ag(ITu” + (v — Tu"), To" + (V" — Tv"))
= ap(ITu", [Tv") + ag(u" — DTu" V" — ITo")

= Primer término puede ser calculado exactamente (términos lineales)
= Segundo término no esta bien definido (contiene elementos € H)

Aproximando el segundo término por uno que pueda ser calculado
exactamente (Sg), podemos escribir

al (u,v") == ap(IIu”, V") + sp(u” — Hu", v" — [Tv")

Y |

“consistencia” “estabilidad”

Computational & Applied Mechanics Lab
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Método del Elemento Virtual — Elast. Lineal Estatica

La condicion de ortogonalidad se usa para obtener I1 del siguiente sistema:

ap(IIv",q) = ap(v",q) VYq € P(E)

Pero como " es lineal, la solucién se obtiene solo hasta una constante.
Para fijar esa constante, agregamos la siguiente ecuacion al sistema:

1 & 1 &
h _ h
ﬁ;_ﬂv (xy) = N ;v (x)
donde NV es el numero de nodos del elemento poligonal y 4 es la coordenada

del nodo a.

El proyector obtenido del sistema anterior garantiza que la forma bilineal es:

» consistente (el test de la parcela se satisface)
» estable (limitada por abajo y por arriba)

Consistencia + Estabilidad - Convergencia

(Teorema de equivalencia de Lax)

Computational & Applied Mechan

CAMLab
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Método del Elemento Virtual — Elast. Lineal Estatica
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Usando la descomposicion del elemento virtual, en su forma original y en su
forma aproximada, respectivamente,

ap(u” v") = ag(lIu”, [Iv") + ap(u" — Hu", v" — ITv")

al (ul v") = ag(ITu", I[Tv") + sg(u” — Hu",v" — I[ITv")

la consistencia se garantiza del siguiente modo:

Para p € P(FE) implica que:
ap(p— HIp,v" — Iv") =0, se(p— IIp,v" — [Tv") =0

Por lo tanto, Yo" € W(E) se cumple

alp(p,v") = ap(llp, [Tv") = ap(p, Tv") = ap(p,v")

Computational & Applied M
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Método del Elemento Virtual — Elast. Lineal Estatica

Usando la descomposicion del elemento virtual, en su forma original y en su
forma aproximada, respectivamente,

ap(u™,v") = ag(ITu™, V") + ap(u® — Du", v" — [Tv")
al (uh, v") = ap(IIu", [Tv") + sp(u” — Hu", v" — [Tv")
la estabilidad se garantiza del siguiente modo: Vv" € W(E)
aly (v v") < ap(To", ITo") + crap (v — Mv", v" — Tv")
< max{l, c1} (apg(ITv", Iv") + ap(v" — V", v" — ITv")) = a*ap(v",v")
Similarmente, Vo € W(E)
alb(v",v") > min{1, co} (ap(ITv", [Tv") + ap(v" — V" " — [Tv")) = aap(v",v")

.. d dos constantes a, > 0 and o > 0, independientes de h y FE, tal que
Vo € W(E),

aag (vt o) <al (v ") < atag(v”, ")

(- Revela la importancia de usar sg

CAMLab
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Método del Elemento Virtual — Elast. Lineal Estatica
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Forma explicita de las proyecciones

La proyeccion que satisface las condicion de ortogonalidad es [Gain et al.,
CMAME, 2014 I

Io" =" - [z — 2] + @(") - [ — F] + v"
donde

N
—_ 1 )
f_Ng , N = #nodosdeE , |E|= areadeE atl

m

e(v) da:—— (ven+n®uv)ds
IE\/ 2|E| Jog

w(v) dm—— (v®@n—n®uv)ds '
|E\/ 2|E| Jog

a—1
g1

Discretizando componentes del desplazamiento, ,Uz Pa, obtenemos las
expresiones discretas de £(v"), &(v™"), vh, y por lo tanto de ITv"

Computational & Applied Mechanics Lab
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Método del Elemento Virtual — Elast. Lineal Estatica
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¢Por que “virtual”?

1 1

(@a) = 2|E| (Qba.n?, + ¢a,nj) ds, Wi (qba) = 2|E| (Qﬁani — gbanj) ds

Suponiendo que ¢, es lineal y continua en el contorno del elemento y
que ¢o(Ty) = dup, permite los siguientes célculos algebraicos:

1
2|E|

_ _ 1 N
'Uh' — qﬁa — N Z¢a(m3) prm—
i=1

Gon; ds = 4|E‘| (lea—1l{nita—1 + leal{nite), i=1,2

Io" = g(v") - [& — &) + &(v") - [& — F] + 0"

No requiere evaluacion de ¢4’s (son “virtuales”)

Computational & Applied Mechanics Lab
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Método del Elemento Virtual — Elast. Lineal Estatica
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Construccion de la matriz de rigidez elemental
(Kx"M)ab = ap(I¢a, I dp) + sp(¢a — Ly, o — I ¢p)

U

(K™ )ab = (K§)ab + (K)ab

donde la matriz de consistencia se calcula algebraicamente como:

(K%)ab = ap(I ¢, I oy)
La matriz de estabilidad se construye mediante
(K%)ab = SE(¢a — o, pp — I pp) = (1 — II)sE(¢a, p)(1 — II)

y definiendo sg (P, ®p) := adap (« factor de escalamieto), se obtiene la
siguiente expresion algebraica para la matriz de estabilidad:

(K%)ab = (1 — I1)dap(1 — II)

Computational & Applied M

CAMLab
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Libreria VEMLab

VEMLab: a MATLAB library for the
virtual element method

h.

= Web: http://camlab.cl/vemlab

» Repositorio: https://github.com/cemcen/vemlab

Computational & Applied Mechanics Lab

CAMLab
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e vemlab-2.1

e config

UNIVERSIDAD DE CHILE

e doc
¢ mesher —— o distmesh
& distmesh @ PolyMesher
o PolyMesher & Qquad4mesher

Libreria VEMLab

Generacion de mallas poligonales

C. Talischi, G. H. Paulino, A. Pereira, I. F. M. Menezes,
PolyMesher: a general-purpose mesh generator for
polygonal elements written in Matlab,

Struct Multidisc Optim (2012) 45:309-328

o quad4mesher J create_polygonal_mesh.m

test J create_guadrilateral_mesh.m
]

J create_triangular_mesh.m

e mesh_files

& output files

o vemlab
o assembly
o body force_functions
& boundary_conditions
o elements
o Mmaterials
& nhorms
& numerical_integration
& Ppostprocessing
© preprocessing
o utilities

Computational & Applied Mechanics Lab

CAMLab
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Libreria VEMLab

o vemlab-21 Funcion conductora de la simulacion

UNIVERSIDAD DE CHILE

e config
: dmoecsher H cantilever_beam_t3_hsize 015.txt
o distmesh ﬂ cantilever_beam_t3_hsize_018.txt
H patch_test_20poly_elems.txt
o PolyMesher @ mesh_ files » &/ patch_test_50poly_elems.txt
@ Quad4mesher @ output files &/ patch_test 100poly_elems.txt
o fest > A\ cantilever_beam_linelast2d.m H’ patch_test_250poly_elems.txt
e mesh_files J linear_patch_test_linelast2d.m M patch_test_1000poly_elems.txt
@ output files @ plate_with_hole_linelast2d.m &/ plate_with_hole_600poly_elems.txt
o vemlab J guadratic_patch_test_linelast2d.m H’ plate_with_hole_1500poly_elems.txt
o assembly & square_plate_with_source_poisson2d.m & square_plate_poisson2d_20poly_elems.txt
& body force functions @ square_plate_with_source2_poisson2d.m H square_plate_poisson2d_50poly_elems.txt
o boundary conditions @ wrench_linelast2d.m ﬂ square_plate_poisson2d_100poly_elems.txt
H square_plate_poisson2d_250poly_elems.txt
o elements
o Mmaterials
& hnorms
& numerical_integration
& Ppostprocessing
© preprocessing
o utilities

Computational & Applied Mechanics Lab

CAMLab
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& mesh_files
@ output_ files
| J cantilever_beam_linelast2d.m _—

J linear_patch_test_linelast2d.m

J plate_with_hole_linelast2d.m

J quadratic_patch_test_linelast2d.m

J square_plate_with_source_poissonZd.m
J square_plate_with_source2_poisson2d.m
J wrench_linelast2d.m

Computational & Applied Mechanics Lab

CAMLab

Libreria VEMLab

Funcion conductora de la simulacion

Definicion del material

Especificacion archivo de malla

Eleccion método (‘'VEM2D', 'FEM2DT3', 'FEM2DQ4’)
Eleccion médulo (‘LinearElastostatics’, 'Poisson’)
Definicion fuerza de cuerpo

Definicion condiciones de contorno de Neumann
Definicion condiciones de contorno de Dirichlet
Llamada funcién de ensamble

Llamada funcién que aplica condiciones de contorno
Llamada funcién que resuelve el sistema lineal

Llamada funcién de postproceso

DIMEC - UChile
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e vemlab-2.1

Libreria VEMLab

Opciones de postproceso y salidas

e config
e doc
& Mmesher
& distmesh

e PolyMesher

& Qquad4mesher

o test

e mesh_files

& output files ————»
o vemlab

assembly
baody_force_functions
boundary_conditions
elements

materials

norms
numerical_integration
postprocessing

preprocessing

e, &, & ¢ ¢ . e e Q

utilities

Computational & Applied Mechanics Lab

v

J config_vemlab.m

J config_vemlab_mesher.m

J plot_and_output_options.m

e GiD
o bt
e VIK

%% GENERAL

plot_mesh="ves";

plot_mesh over results='no';
write solutions to text file="yes';
write_solutions_to_GiD file=
write_soclutions_to_VTE_file='y

%% POISSCN MCDULE

% plotting of main wvariables

poisson2d plot_scalar field.u='yes'

P
% plotting of fluxes

poisson2d plot_flux.ge='no';
poisson2d plot_flux.gy='no';

poisson2d plot flux.gnorm='ves'; %
% plotting of gradients

poisson2d plot_grad.dx='no';
poisson2d plot_grad.dy="no';
poisson2d plot_grad.dnorm='ves'; %

%% LINELAST MCDULE

% plotting of main wvariables
linelast2d plot_displacement.ux="yes

linelast2d plot_displacement.uy='v
linelast2d_plot_displacement.unorm="y

% plotting of stresses

linelast2d plot_stress.sll='"yes';
linelast2d_plot_stress.sl2="no’
linelast2d plot_stress.s22='no’

linelast2d plot_stress.s33="no'

linelast2d plot stress.sl=
linelast2d_plot_stress.sa2=
linelast2d _plot_stress.s3=

linelast2d plot_stress.vm=

% plotting of strains
linelast2d _plot_strain.ell="no

linelast2d plot_strain.el2="no'
linelast2d plot strain.e22="no'
linelast2d_plot_strain.e33="no

linelast2d_plot_strain.sl=

o'z
linelast2d plot_strain.e2='no';
linelast2d plot strain.e3="no';

of the flux

norm

norm of the gradient

; % norm of the displacement

CAMLab
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Ejemplos Numéricos con VEMLab
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r

r h 4 ¥

F
I,
N
:I: >
« F=35
e Material: E=3e7,n=0.3 e Material: E=3e7,n=0.3
» Esfuerzo plano « Esfuerzo plano

Computational & Applied Mechanics Lab
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Ejemplos Numéricos con VEMLab

4l :;120
Postproceso en MATLAB :
18
16
H“ I 14
12
1
0.8
%107
2
0.5 UJ',; 1.5
a— ,
0 0
\ 05
05— : ‘ : 2
0 0.5 1 1.5 2 2.5
0
i %10
ol 8
05 u” 0 6
4
0 -5 2
0
-10
05— ‘ : :
0 0.5 1 1.5 2 25 «10°

Computational & Applied Mechanics Lab
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Postproceso en GID

[Displacements|

0.00013775
0 00012245
0 00010714
- 9.1836e-05
7.653e-05

6.1224e-05
4.5918e-05
3.0612e-05
1 5306e-05

von-Mises

214.57
1 90.98
167 4

- 143.82
120.24
96.655
73.072
49.49

25.908
2.3259

von-Mises
211.08
187.91
164.74
- 141.56
- 118.39

95.22
72.048
48.876
25.705
25328

h.

Computational & Applied Mechanics Lab

|Displacements|
2.2137e-05
2.0371e-05
1.8605e-05

- 1.6839%-05
1.5073e-05
1.3307e-05
1.1541e-05
9.7747e-06
8.0086e-06
6.2426e-06

von-Mises
380.65
341.01
301.36

- 261.71
- 22207
182.42
142.77
103.12
63.477

23.83

von-Mises
380.65
341.22
301.78
- 262.34

2229
183.46
144.02
104.59
65.147
25.709

Ejemplos Numéricos con VEMLab
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Ejemplos Numéricos con VEMLab
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Convergencia
10[’:
10°
p‘\,“ . @
"y ™ g
E /’ -~
3 E
i O lo—l_
?, 1074 g
2 N
= =
Z 1072t
—5—VEM
+T3
1072
10° 10t 102 10° 102 10° 104
(DOF)Y? DOF

Computational & Applied Mechanics Lab
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También disponible:

Veamy: libreria para elementos virtuales escrita en C++

=  Web: http://camlab.cl/veamy

= Repositorio: https://github.com/cemcen/veamy

Proximamente...

VEMLia: libreria para elementos virtuales escrita en Julia

AGRADECIMIENTOS: CONICYT/FONDECYT (Proyecto N° 1181192)

Computational & Applied Mechanics Lab
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10t v v v r v L 10
3 8
1IN 6
=N , = 4
2 L] 2
0 0
0 5 10 15 20
xr
iGraclas UMAG!
u";
10
8 8
6 6
= 4 4
2 2
0 0
0 5 10
(12 elementos poligonales irregulares)
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