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La integraciéon numérica de los métodos de Galerkin para resolver problemas de valores
de frontera tridimensionales en mallas poliédricas arbitrarias ha recibido recientemente una
atencion considerable en la literatura de analisis numérico. Por otro lado, la integracién di-
recta en los nodos es la mas utilizada, porque se basa en menos evaluaciones, pero conduce
a inestabilidades numéricas debido a un mecanismo similar a la subintegracién y al desvane-
cimiento de las derivadas de las funciones de base en los nodos.

En esta tesis, se presenta el desarrollo de un método de integracién nodal en el espacio IR®
en mallas tetraédricas, que se basa en el marco matematico del elemento virtual. Adoptamos
un método de aproximacién para obtener las funciones de maxima entropia (maxent), con
resultados de error de maquina (error = 10713) en el test de la parcela para desplazamien-
tos, debido a la propiedad intrinseca delta kronecker en el contorno del dominio. Ademas se
utilizan las funciones de Minimos Cuadrados Méviles Modificados (mmls), donde se incluyen
restricciones adicionales sobre los coeficientes, permitiendo generar una aproximacion mas
estable y computacionalmente mas eficiente, pero que no llega al error de maquina en el test
de la parcela para desplazamiento, principalmente por que éstas aproximaciones no tienen
la propiedad delta kronecker cuando estas se calculan sobre el contorno del dominio. Las
funciones de base construidas son no negativas, suaves, linealmente completas y mas com-
pactas en el caso mmls. La suavidad se controla mediante pardametros enteros positivos: el
orden de normalizacion de la aproximacion de las funciones y el radio del soporte que la apro-
ximacién. El esquema propuesto es una adaptacién del método NIVED (Nodal Integration
using the Virtual Element Descomposition) para espacios en IR?, el cual se extiende a tres
dimensiones. En nuestro enfoque, las integrales de forma débil, se integran de forma nodal,
utilizando celdas representativas de nodos ubicados en cuatro partes especificas del elemento.
Estos nodos contienen la informacion de los desplazamientos nodales y variables de estado
como las deformaciones y esfuerzos. La integracién nodal se realiza mediante el Método de
Elementos Virtuales VEM, donde la forma bilineal se descompone en una parte de consisten-
cia y otra de estabilidad. En particular, el método propuesto va dirigido en el anélisis lineal y
no lineal de sélidos para pequenos desplazamientos y cineméatica de pequenas deformaciones.
Varios ejemplos numéricos para elastoestatica lineal y viscoelasticidad no lineal, demuestran
la alta precision y eficiencia del método para geometrias tridimensionales. Finalmente el mé-
todo NIVED en la extensiéon tridimensional, demostrd ser un esquema consistente, estable y
convergente.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes Generales

En mecanica de solidos computacional, los métodos de Galerkin sin malla han sido estu-
diados durante afios, en donde se utiliza la integracion numérica para evaluar las integrales
de la forma débil (usualmente cuadratura de Gauss), lo que conlleva a errores de integracion
numeérica debido a la naturaleza de las funciones de base utilizadas. Existen dos fuentes de
error asociadas con los esquemas de integracion en los métodos de Galerkin sin malla: (1)
Son funciones no polinomiales, por lo que no son integrables de manera exacta; y (2) en
general, la regién que esta de nida por los soportes en la interseccion de dos funciones de
base nodal superpuestas no coincide con la celda de integracion. Esta ultima fuente es la que
mas aporta al error de cuadratura [1]. Aunque mediante el uso de mas puntos de cuadratura,
los métodos de Galerkin sin malla pueden obtener resultados numéricos estables y razonables
[2]. Sin embargo, esto no es bene cioso desde el punto de vista del costo computacional.

Las diferentes técnicas de integracion numérica en los métodos de Galerkin sin malla se
pueden agrupar en dos grupos principales: integracion por elemento o celda de integracién
y técnicas de integracion nodal. La integracion nodal en métodos sin malla es atractiva ya
gue las variables de estado (deformaciones, esfuerzos y variables internas) se pueden alma-
cenar en los nodos evitando asi la necesidad de algoritmos de reasignacion de variables en
problemas con remallado. En el método sin malla de transporte 6ptimo [3], el remallado se
evita utilizando los puntos de integracion como portadores de la informacién del estado del
material junto con cambios en el soporte de las funciones base para permitir simulaciones
de deformaciones nitas Lagrangianas. En el método del punto material [4], los puntos de
integracion de una cuadricula inicial (generalmente, una cuadricula cartesiana) llevan las va-
riables de estado del material y la etapa de solucion ocurre en tres fases: (1) la informacion
se mapea desde las particulas a los nodos de la cuadricula; (2) se resuelven ecuaciones de
movimiento en los nodos de la cuadricula, y la informacion actualizada se mapea de nuevo a
las particulas para actualizar sus posiciones y velocidades; y (3) la cuadricula se reinicia. En
este proceso, la malla permanece ja durante toda la simulacién y la deformacion hace que
los puntos de material se muevan dentro de otras celdas de la cuadricula.

Por otra parte, la integraciéon nodal directa de 1 punto de integracion, conduce a inestabi-
lidades numéricas debido a la subintegracién y decaimiento de las derivadas en las funciones
de base de los nodos, la cual se mani esta principalmente por modos espurios y grandes osci-



laciones en la solucion [5]. Se han realizado numerosos esfuerzos para estabilizar los esquemas
de integracion nodal en [6, 7, 8].

1.2. Motivacion

El método del elemento virtual (VEM) [9], se ha desarrollado para afrontar los problemas
de integracion numérica en elementos poligonales y en los Ultimos afios, para problemas de
valor de contorno en mallas poliédricas arbitrarias [10]; ademas constituye un marco adecua-
do para corregir errores de integracion en métodos de malla libre [11]. EI método consiste
en la construccion de una representacion algebraica (exacta) de la matriz de rigidez sin la
evaluacién explicita de funciones de base (las funciones de base son virtuales). En el VEM,
la matriz de rigidez se descompone en dos partes: una matriz que garantiza la reproduccion
exacta de un campo de desplazamientos lineal (matriz de rigidez de consistencia) y una matriz
de correccion que provee estabilidad (matriz de rigidez de estabilidad). Esta descomposicion
esta formulada en el espiritu del teorema de equivalencia de Lax para esquemas de diferencias
nitas (consistencia + estabilidad  convergencia).

Utilizando la formulacion antes mencionada, en esta tesis se propone construir celdas de
integracion nodal tetraédricas para extender a tres dimensiones el método de integracion
nodal NIVED [11] para celdas poligonales. La integracién nodal se usa con el propdsito de
evitar los algoritmos de reasignacién de variables en problemas con remallado.

Por otra parte el costo computacional de los esquemas de integracion para mecanica de
sélidos tridimensional es muy alto para mallas mas nas, donde las soluciones suelen ser
mas estables y exactas. Esto se debe principalmente a que las matrices de célculo crecen en
comparacion con los esquemas 2D, especi camente en un grado de libertad con respecto a
cada nodo, generando problemas de e ciencia en aspectos de computacionales. Es por esto
gue se propone usar las funciones de base de minimos cuadrados moviles modi cados, que
son de cémputo mas e ciente.

Las funciones de maxima entropia aseguran ser precisas, superando con creces en términos
de orden del error a los métodos con mallas existentes, incluso si se comparan con metodos
dentro del marco libre de mallas.

1.3. Objetivos
1.3.1. Objetivo General

» Desarrollar un esquema de integracion nodal en mallas tetraédricas para problemas de
mecanica de sélidos utilizando la descomposicion del elemento virtual.

1.3.2. Obijetivos Especi cos

= Implementar un esquema de integracion nodal utilizando funciones de base maxent y
minimos cuadrados moviles modi cados, segun se propone en las Referencias [12, 13],
para reducir el costo computacional.



= Resolver el test de la parcela en desplazamiento para tres dimensiones, problemas tridi-
mensionales de elastoestatica lineal y viscoelasticidad.

= Estudiar la consistencia, estabilidad y convergencia del esquema desarrollado mediante
los ejemplos implementados.

1.4. Alcances

Los alcances de este trabajo abarcan desde problemas basicos tridimiensionales en la
teoria lineal elastoestatica y viscoeslasticos no lineales, hasta problemas méas complejos con
super cies tanto regulares simples como super cies mas complejas polares, siempre en el
marco matematico del método del elemento virtual, utilizando funciones maxent y mmils. De
todos modos cualquier funcion de base que esté dentro de la teoria sin mallas puede utilizarse
en este esquema. Las aproximaciones de las funciones de base son lineales en todo dominio.



Capitulo 2

Metodologia

2.1. Etapas del Trabajo

Las principales etapas del trabajo son:

1. Lectura y andlisis de bibliografia sobre los métodos sin malla e integracion nodal, tanto
en mallas poligonales (espacio dR?), como poliédricas (espacio eR®). Comprender
los conceptos y requisitos para la convergencia, consistencia y estabilidad.

2. Desarrollo del esquema de integracion nodal NIVED en tres dimensiones utilizando
celdas de integracion nodal tetraédricas.

3. Implementacion en MATLAB de funciones de base maxent y mmils utilizando el concepto
de funciones de base para calculo de las variables de estado.

4. Implementacion computacional del esquema NIVED tridimensional en MATLAB para
problemas de elasticidad lineal y viscoelasticidad.

5. Estudio de la consistencia, estabilidad y convergencia del método de integracién nodal
NIVED en tres dimensiones.

6. Andlisis de resultados, conclusiones nales y posibilidad de futuros trabajos.

2.2. Normas de Convergencia

Para estudiar la exactitud y la convergencia, se utilizan dos medidas globales del error.
La norma L? relativa del error en los desplazamientos se de ne como

h P R I
u u L2 — E E(g El)'lh) (U Uh)dX z . (2 1)
kuk E gU udx ' '
y la semi-normaH ! relativa del error en la energia es
h P R " n I 1
u u H! — E E(D Dh) ( h)dX 2 . (2 2)
kuk,: E e OX ’ '



donde el superindic€' indica la aproximacién numérica. Por lo tanto, la otra variable se
relaciona con la solucion exacta.

En las normas, las integrales sobre el elemerose calculan usando cuadratura numérica.
Para esto, se de ne un nodo de integracion en el centroide de la celda tetraédrica conteniendo
toda la informacion de la variable principal y las de estado. Finalmente, para poder integrar
en el contorno del tetraedro siguiendo la metodologia VEM, se de ne 1 punto de integracion
en el centroide de cada cara del tetraedro.



Capitulo 3

Antecendentes

3.1. Metodos Con Malla y Sin Malla

El comportamiento de los sélidos puede describirse en términos de ecuaciones diferencia-
les parciales. En general, resolver estas ecuaciones mediante métodos analiticos clasicos para
formas arbitrarias es casi imposible. Debido a esto se recurre a esquemas numericos los cuales
dependiendo de la forma de discretizar el medio pueden ser clasi cados en método con malla
y métodos sin malla.

Un método con malla clasico es el método de los elementos nitos, donde la solucion
se obtiene utilizando la malla para interpolar e integrar de forma numérica las ecuaciones
gobernantes en su forma débil. La malla utilizada esta formada por elementos, los cuales
estan interconectados mediante nodos. Las funciones de interpolacién dependen de esta ma-
lla. Entonces cuando se trabaja con deformaciones extremas y los elementos sufren una gran
distorsién se generan errores en la solucion numérica. Estos errores se deben principalmente
a que los elementos adquieren, después de la gran deformacién, volimenes o areas negativas.
Para corregir este problema se suele remallar los sectores afectados y los resultados deben
ser interpolados en la nueva malla, aumentando la complejidad de la resolucion y el tiempo
de computo.

En los métodos sin malla, la aproximacién no depende de la interconexion entre los nodos,
disminuyendo asi la sensibilidad de las distorsiones geométricas, haciéndolos mas adecuados
para modelar grandes deformaciones. Los métodos sin malla pueden ser clasi cados como
métodos de Galerkin, métodos de Petrov-Galerkin o métodos de colocacion. Algunos ejem-
plos de métodos de Galerkin son el método sin malla de Galerkin (EFG) [14], el método de
reproduccion de particulas de kernel (RKPM) [15], el método de elemento natural (NEM)
[16], y el método de esferas nitas (MFS) [17]. El representante de los métodos de Petrov-
Galerkin es método local sin malla de Petrov-Galerkin (MLPG) [18]. Y para la categoria de
métodos de colocacion esta el método de las particulas suavizadas (SPH) [19].

En los métodos de Galerkin sin malla se utiliza una malla de fondo para realizar la inte-
gracion numérica de la forma débil (normalmente cuadratura de Gauss), idéntica a la forma
débil de FEM. Sin embargo, en estos métodos se utilizan funciones de forma (o base) dife-
rentes, las cuales no dependen de la conectividad entre los nodos, solo de sus coordenadas.
En la construccién de estas funciones de forma se utilizan los nodos que se encuentran en la



vecindad del punto que se desea aproximar, haciéndolas mas complejas en forma y construc-
cion. Pero la suavidad de las aproximaciones sin malla es mucho mejor que la interpolacion
Lagrangiana basada en elementos empleada en FEM. Por ejemplo, la suavidad de la aproxi-
macion de MLS con el peso Gaussiano €3 . En contraste, la interpolacion FEM solo tiene
continuidad C°.

Las funciones de los métodos sin malla de Galerkin son racionales (no polinomiales), las
cuales son dificiles de integrar con exactitud y es uno de los principales inconvenientes de estos
métodos. Este inconveniente es extremadamente importante para asegurar la convergencia
y estabilidad del método. Aunque una cuadratura de alto orden puede ofrecer estabilidad y
convergencia Optima, es prohibitivamente costosa para el uso practico. Por otro lado, la cua-
dratura de orden bajo consume menos CPU pero puede generar soluciones no convergentes
e inestables.

Finalmente, el método desarrollado en esta tesis pertenece a la categoria de un método
sin malla de Galerkin, pero integrando directamente en los nodos.

3.2. Funciones Base de la Maxima Entropia

Una de las funciones de base que se utilizara en esta tesis, son las funciones base de la
maxima entropia (maxent). Estas funciones presentan ciertas propiedades atractivas en los
métodos sin malla, como por ejemplo son suaves, sus valores son siempre positivos y tienen la
propiedad que los nodos interiores no tienen in uencia en su valor cuando esta se calcula sobre
el contorno del dominio, facilitando la imposicion de las condiciones de borde.

3.2.1. Marco Tedrico de la Entropia Relativa Minima

Considere un dominio convexo representado por un conjunto e nodos dispersos y un
prior (peso) funcibnw,(x) asociada con cada noda. Podemos escribir la aproximacion para
una funcién de valor vectorialv(x) en la forma:

h — X .
vi(x) = a(X)Va; (3.2)
a=1
dondev, := v(X4) son los coe cientes nodales, ,g}' son las funciones de base no negativas
asociada con el noday m N representa el nUmero de nodos cuyas funciones de base
cumplen las condiciones de reproduccion cero y primer orden:

(0 0 021 ax)e=0; (3.2)

a=1 a=1

dondec, = X5 X son coordenadas nodales desplazadas.

Las funciones basé .0 se de nen a partir de un problema de optimizacion que se es-
tablece en cada punto de evaluaciéx para las restricciones lineales dadas por la Ecuacién
(3.2). Debido a las propiedades no negativas y de particion de la unidad (condicion de repro-
duccion de orden cero), las funciones de base se pueden interpretar como una distribucion
de probabilidad discreta. La entropia informativa proporciona una medida candnica de la



incertidumbre asociada con una distribucion de probabilidad discreta. El esquema de apro-
ximacion menos sesgado que es consistente con las restricciones lineales lo proporciona el
principio de maxima entropia.

La formulacién de las aproximaciones Maxent se obtiene maximizando la medida de en-
tropia de Shannon-Jaynes [20] cuando se utiliza el prior de pesos nodales:

A(X)

X
H( jw)= x)In ; 3.3
Ciw= " a2 (33)
D( jw):= H( jw) 0es la medida de entropia relativa y el principio variacional

correspondiente viene dado por el principio de entropia relativa minima (cruzada) [21]. El
problema de optimizacién de las funciones de base de Maxent se puede establecer en la
formulacion variacional(ME),, parax jo:

maxH( | w) (3.4a)
xn xn

a(x) O a(x)=1; a(X)Ca = 0: (3.4b)
a=1 a=1

Se pueden emplear métodos de dualidad para resolver el problema de optimizacion convexa
en la Ecuacion (3.4) de manera e ciente y robusta [22, 23]. En esta tesis, se utilizard como
prior de funcién de peso la funcién de base radial Gaussiana dada por:

!

C2

Wa(X) = exp 2 (3.5)

hz
donde es un parametro que controla el tamafio del soporte de la funcidon de bageson

las coordenadas nodales desplazadashyes el espaciamiento nodal caracteristico asociado
al nodoa.

Las funciones de base resultantes de la solucidén no son interpolantes, excepto en el limite
convexo del conjunto nodal, donde se mantiene la propiedad debil de delta-Kronecker. La
propiedad débil de delta-Kronecker proporciona una gran ventaja sobre otros tipos apro-
ximados, como en el Minimos cuadrados mdviles (MLS), donde se requieren tratamientos
especiales para la imposicion de condiciones de borde (EBC) [24]. Ademas, las funciones
basicas heredan la suavidad de las funciones nodales de ponderacion previas [25, 26]. Varias
funciones de ponderacion previa nodal, como la funcidon de ponderacion gaussiana [3, 23, 27],
la funcion de ponderacion polinomial cuartica [28, 29, 30], la funcion de ponderacion nodal
basada en el conjunto de niveles [31, 32], la funcion de ponderacion nodal exponencial [33, 34],
y la funcion de distancia aproximada a las curvas planas [12] se han utilizado para construir
aproximaciones de maxima entropia con propiedades especi cas deseadas.

3.3. Funciones Base de Minimos Cuadrados Moviles
(MLS) y Minimos Cuadrados Moviles Modi cado
(MMLS)



3.3.1. Minimos Cuadrados Moviles (MLS)

La técnica que se resume a continuacion esta bien establecida, segun [35, 36]. Para aproxi-
mar la funcién de campo desconocidgx) sobre un conjunto de nodos distribuidos aleatoria-
mente fx;g;i = 1;2;:::;n la aproximacién por minimos cuadrados méviles"(x) es de nida
como

h — Xt — T .
ul(x)=  px)a(x)=p (x)ax); (3.6)
j=1
dondep’ (x) = [ pu(X); p2(X); 225 pm (X)] son funciones de base(x) es un vector que contiene
los coe cientesa; (x)(j = 1;2;::;;m), y m es el nimero de términos de la bag¥ (x). Las
funciones base generalmente se eligen como bases monomiales. En esta tesis se optd por la
base cuadratica, la cual se de ne como:

p' (x) = [1;xy;2; X% y% 2% xy; xz; y2]: (3.7)

El vector de coe cientesa(x) se calcula en cualquier punta del dominio espacial minimi-
zando un error funcionall (x) de nido en base a los errores de minimos cuadrados ponderados
como:

X
Jx) = w(kx xiK)(pT(xi)a(x) u)?>=(Pa(x) u)'W (Pa(x) u); (3.8)

i=1

dondew(kx x;k) es una funcion de peso asociada con el nad@w(kx x;k) 0O para
todo x en el dominio de soporte del nodo)x; es el valor dex en el nodoi, u = u; =
(ug; up; i up) son los valores (a menudo llamados valores cticios de la aproximacién) del
campo desconocidoi(x) en los nodos;, y n el numero de nodos en el dominio de soporte
de x Las matricesP y W en la ecuacion (3.8) se calculan como

2 3

Pu(X1) PuX2) P1(Xn)
o gpz(:xl) i) pz(:xné 59)

pm(xl) pm(XZ) pm(xn) m n

2 3

wi(x) O 0
W :é ° szx) 0 % (3.10)
6 | 0 Wn.(X) -

. Para calcular el vector coe cientea(x), minimizamos el funcionald (x) con respecto a las
componentes del vectog; (x) [37].

gjz A(x)a(x) B (X)u; (3.11)
donde
X
A(X)= PWP T =" w(x)p(xi)p' (xi); (3.12)

i=1



B(x)= PW = (wi(X))p(X1); Wa(X))p(X2); i Wa (X)) P(Xn)); (3.13)
Si la matriz de momentosA (x) no es singular, de la Ec. (3.11) podemos obtener

a(x)= A Y(x)B (x)u; (3.14)

Sustituyendoa(x) en la Ec. (3.6) obtenemos para la aproximacion local'(x)

X
u"(x)= (x)u = i(X)ui (3.15)
i=1
con (x)=( 1(x); 2(x);::; n(x)) siendo la funcion de forma y
xn
()= pOJA H(x)B (X)]ji: (3.16)

=1

3.3.2. Minimos Cuadrados Moviles Modi cado (MMLYS)

El proceso de construccion de funciones de forma Ec. (3.16) descrito anteriormente falla
cuando la matriz de momentoA en Ec. (3.12) es singular. La singularidad de la matriz
de momentos es causada por ciertas distribuciones degeneradas de nodos dentro del domi-
nio espacial. Esto da como resultado que algunas distribuciones de nodos sean inadmisibles
[35, 36, 38]. Para permitir la colocacion de nodos casi arbitraria, es decir, tener casi toda
la distribucion nodal admisible, se sugiere la siguiente modi cacion a la aproximacion de
minimos cuadrados méviles [38].

Al igual que con MLS, comenzamos con la aproximacién de una funcigfx) denotada
por u"(x), que esta de nida por una combinacion den monomios (Ec. (3.7)). Como en
MLS, estos coe cientes se calculan minimizando un error funcional que se de ne en funcion
de los errores de minimos cuadrados ponderados e incluye restricciones adicionales sobre los
coe cientesa correspondientes a los monomios de segundo grado en la base. Al agregar res-
tricciones al funcional de error podemos asegurar la invertibilidad de la matriz de momentos
A (x) para todas las distribuciones nodales que son admisibles cuando se usan monomios de
primer grado como funciones base en MLS. En este enfoque, la solucién MLS clasica se altera
muy poco cuando la matriz de momentos no es singular.

El funcional de error se de ne como

x h h 2 ! 2
J(x) = (u'(xj)  u)wkx x;k) + jeat
et p28pt g8yt eyt 8y,
donden es el numero de nodos en el soporte gy =1 x2 y2 2 x xz yz] SON
pesos positivos (pequefios) para las restricciones adicionales. Después de la minimizacién y la
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resolucion de los sistemas de ecuaciones resultantes, la aproximacion MMLS se obtiene como

u"(x)= p"(PTWP +H) PTWu = X [y = T(X)u; (3.18)
j=1

donde es el vector de funciones de forma:
= 1(x): n(X)]=p"(PTWP +H) 'PTW: (3.19)

En 3D, H es una matriz del0 10con todos los elementos iguales a cero excepto las ultimas
seis entradas de la diagonal que son iguales a

#
Ous  Oge
H = . X 3.20
Oes diag( ) ( )

3.4. Metodos de Integracion Nodal

Como se mencion6 anteriormente, debido a la complejidad involucrada en la integracién
de Gauss para los métodos de Galerkin sin malla y a la inestabilidad resultante de integrar de
forma directa en los nodos, se han realizado intentos para desarrollar esquemas de integracion
nodal estables. Se pueden identi car tres esquemas de integracion nodal clasicos [39]: método
de deformacion nodal [5], integracion nodal conforme estabilizada (SCNI) [6] y el método del
promedio nodal [40]. Las principales diferencias entre estos tres esquemas se basa en cémo
calculan el tensor gradiente de deformacion. Para los tres esquemas, la version de la forma
bilineal para la integracion nodal es la siguiente:

X h i
a(u;vh) = "a(vM) 1D s a(u)"V, (3.21)

a=1

dondeV, es el area nodal representativa. La deformaciéon nodal es calculada con

() = S0 (k) + 17U (X)); (3:22)
1 Z
"a(uh) = oA @a(u“ n+n u")ds; (3.23)
= = v (3.24)
Va Cc2Ta

para el método de deformaciéon nodal, integracion nodal conforme estabilizada (SCNI) y el
método del promedio nodal, respectivamente. Para el esquema SCNI la Ecuacion (3.23) es
aplicada sobre los bordes de la celda de Voronoi (Figura 3.1a), domdeson las normales a

los bordes de la celda. El esquema del promedio nodal requiere usea calculado dentro

de cada trianguloc (Figura 3.1b). EI método de deformacion nodal no satisface en general el
test de la parcela, el método SCNI satisface el test de la parcela, y el método del promedio
nodal satisface el test de la parcela sélo cuando utiliza funciones de forma de triangulos de
tres nodos. Ademas, Puso et al. [39] encontraron que SCNI puede causar inestabilidad cerca
de los limites del dominio.
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Puso et al. [39] propusieron una modi cacion del esquema de integracion SCNI y agre-
garon un término de estabilizacion basado en la deformacion de subceldas. Para SCNI la
deformacion es calculada sobre la celda de Voronoi utilizando (3.7), pero en SCNI-modi cado
propuesto por Puso et al. [39] (MSCNI) la deformacién es calculada sobre subceldas de in-
tegracion, de esta forma se utilizan mas "puntos de integracion"para estabilizar el método y
evitar los modos espurios. La forma bilineal para el esquema MSCNI es

a(u";v") = g (["a(v") 1 D "a(u)"V,
X a=1 (3.25)
+ ("a(v") VM) D (a(v) (VM) VE)

c2Ta

dondeV, es el area de la subcelda (porcion de celda de Vorondi),es el conjunto de subcel-
das asociado con el noda, y tanto comoD son constantes que proveen estabilidad. Para
calcular *, se utiliza la ecuacion (3.23) sobre las subcelda de Voronoi, y para el célculd gde
se utiliza (3.24) promediando la deformacion de las subceldas de Voronoi asociadas al aodo

Adicionalmente, Chen et al. [41] desarrollaron una version para problemas no lineales del
esquema SCNI. Liu et al. [7] propusieron una técnica de integracién nodal para el método
de interpolacion de punto radial sin malla (NI-RPIM) basado en la expansion de series de
Taylor para realizar la integracion numérica. Duan et al. [8] propusieron un esquema de
integracién nodal de segundo orden (QCNI) que puede pasar exactamente el test de la parcela
cuadratico, el cual se basa en el principio variacional de Hu-Washizu, que ademas prob6 en
ejemplos dinamicos. Hillman y Chen [42] propusieron una estalibizacion basada en gradientes
implicitos de deformacion en los nodos, logrando un método convergente y estable para
problemas lineales y no lineales.

() (b)

Figura 3.1: Celda de integracién 5 a mostrada en gris utilizando (a) celda
de Voronoi, y (b) triangulo de tres nodos. Las celdas ademas son subdivi-
didas en subceldas 5. con volumenV.. Fuente: [11].
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3.5. Convergencia, Consistencia y Estabilidad

Como se dijo anteriormente, en el marco teo6rico del método del elemento virtual y en
virtud del teorema de equivalencia de Lax, la matriz de rigidez se descompone en dos par-
tes: una matriz que garantiza la reproduccion exacta de un campo de desplazamientos lineal
(matriz de rigidez de consistencia) y una matriz de correccion que provee estabilidad (matriz
de rigidez de estabilidad). El teorema de equivalencia de Lax a rma que para un problema
bien planteado, una discretizacion que sea consistente y estable es convergente (consistencia
+ estabilidad ! convergencia). Se de nira entonces estos tres conceptos en el marco teorico
del método de los elementos nitos y se daran los requisitos para que se cumplan, los cuales
son facilmente aplicables al esquema desarrollado en esta tesis.

Para un problema de elasticidad lineal consideremos un elemento nito rectangular de
cuatro nodos, cuya matriz de rigidez sera de tamaft® 8. Integrando de forma exacta o
utilizando una cuadratura de Gauss d@ 2 su matriz de rigidez tendra rango cinco, lo que
signi ca que el numero de las linealmente independiente es cinco. Ya que este elemento tiene
un total de ocho grados de libertad, el nUmero de ecuaciones a resolver son ocho (y no cinco),
entonces para resolver el sistema y obtener una solucion Unica debemos deshacernos de los
tres modos de cuerpo rigido aplicando las condiciones de contorno (modos de cuerpo rigido
para el caso bidimensional: 2 traslaciones y 1 rotacion, los cuales son modos de energia cero).
Ahora para el mismo elemento, si utilizamos solo un punto de Gauss para la integracion
numeérica el rango se reducira a tres. Este elemento ahora tendra dos modos de energia cero
adicionales debido al rango de ciente (es necesario rango 5 para la integracion correcta del
elemento rectangular de cuatro nodos), a menos que se aplique condiciones de contorno de
manera que solo se deban resolver tres grados de libertad. Estos modos adicionales de energia
cero espurios (no fisicos) son conocidos como modos hourglass [43]. Una malla formada por
este tipo de elementos (rango de ciente) puede formar una matriz de rigidez global singu-
lar o casi-singular. Para el caso singular, el sistema tendra in nitas soluciones; para el caso
casi-singular la aparicién de los modos espurios contaminara el campo de desplazamientos.
Una forma de evaluar numéricamente la presencia de modos de energia cero es resolviendo
el problema de valores propios para el sistema [18]. Para el caso tridimensional los modos
de cuerpo rigido son: 3 traslaciones y 3 rotaciones, ademas, el elemento tetraedro de cuatro
nodos tiene 12 grados de libertad. Esto entrega un rango de matriz de rigidez igual a seis
para el elemento tetraédrico, lo que signi ca que el nimero de las linealmente independiente
es seis, esta integracion si se resuelve con 1 punto de integracion obtenemos una matriz de
rango 3, esto deberia causar problemas de modos espurios si no se imponen condiciones adi-
cionales, para esto se propone subintegrar con 1 punto de Gauss en cada cara del tetraedro,
permitiendo resolver el sistema de ecuaciones.

De lo anterior se desprende la condicién de estabilidad, que se traduce simplemente como
el requisito de que la solucion del sistema de ecuaciones discretas sea Unica y evite modos
espurios que pueden estropear la solucion para cualquier tamafio de elementos [44], es decir,
las matrices de las discretizaciones deben ser correctamente integradas y en consecuencia
tener el rango apropiado [45].

Para el caso de la consistencia, esta asegura que a medida que el tamafo de los elementos
h tiende a cero, la aproximacion discreta"(u) representa de forma exacta la ecuacion dife-
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rencialL(u) y las condiciones de contorno. El test de la parcela se ha usado tradicionalmente
como un procedimiento para veri car el requisito de consistencia [44].

Finalmente se dice que un esquema converge, cuando la solucién aproximettende a la
solucion exactau cuando el tamafio de los elementdsse acerca a cero. Siguiendo el teorema
de Lax, para asegurar convergencia es necesario entonces que la aproximacion satisfaga las
condiciones de consistencia y estabilidad [44].

3.6. Malladores Tetraédricos

Para generar las mallas de base tetraédricas se usan tres programas; TetGen, GID y gmsh,
con distintas particularidades, las cuales se notaron afables en las estructuras necesarias
para generar el método de integracion numérica NIVED en la extension tridimensional. El
programa gmsh se establece como la mejor opcion en la generacion de mallas tetraédricas. La
capacidad de generar modelos tridimensionales por medio de una interfaz y generar mallas
con precisién, hacen este programa la mejor opcién para el desarrollo del método.

3.6.1. TetGen

El programa Tetgen agrega la di cultad para poder setear y correr el programa, se necesita
acceder directamente a linea de comandos del sistema operativo para compilar el programa y
poder utilizar todas sus herramientas. Ademas, es necesario entregar un archivo de entrada
para poder generar las mallas, no tiene una interfaz que permita generar modelos tridimen-
sionales, por lo tanto su uso no es totalmente compatible con los objetivos de esta tesis.

Tiene la particularidad de generar una malla tetraédrica de Delaunay restringida. La ma-
lla resultante se guarda en cuatro archivos: example.1.node, example.l.ele, example.l.face y
example.1l.edge, que son una lista de nodos de malla, tetraedros, caras de limite y bordes de
limite, respectivamente.).

La caracteristica especial del programa TetGen es que se puede re nar tetraedros agre-
gando puntos de Steiner para eliminar los tetraedros mal formados. Generar una malla de
calidad, que contiene mas puntos que la anterior, y todos los tetraedros tienen una relacion
radio-borde limitada por 1: 2, es decir, las formas de los elementos son mejores que las de la
malla anterior. Ademas, TetGen puede imprimir un informe de calidad de malla.

Por otra parte, se puede de nir la relacion de aspecto de un tetraedro; longitud de borde
mas larga dividida por su altura de lado mas pequefia, esto permite establecer secuencias de
malla con facilidad. Ademas, se puede imponer una restricciéon de volumen maximo en los
tetraedros resultantes. Al hacerlo, ningun tetraedro en la malla resultante tiene un volumen
mayor que el valor especi cado.

Finalmente, con el programa PARAVIEW se pueden visualizar las mallas tetraédrica en
el formato de extensién .vtk.
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3.6.2. GID

El programa GID es muy preciso en los célculos de las mallas tetraédricas por que permite
colapsar el modelo y los nodos, quitando errores posibles en la generacion de los archivos de
malla, sin embargo al igual que el programa TetGen no tiene una interfaz para generar los
modelos, por lo tanto su uso no es totalmente compatible con los objetivos de esta tesis.

La ventaja principal es que el programa acepta archivos con la extension .STEP, por lo
que, al usar un programa de simulacién como SolidWorks, es precisa la capacidad de aplicar
las ecuaciones gobernantes y condiciones de contorno en el programa de simulacién y asi tener
una idea correcta de la solucién de los problemas estudiados, estos programas de simulacién
usan principalmente la teoria de elementos nitos.

3.6.3. gmsh

gmsh parece ser el programa mas compatible con los objetivos descritos en esta tesis, por
una parte, permite modelar las geometrias, con opciones de generacion de parametros en
dos dimensiones y operaciones booleanas, ademas de tener cuerpos geometricos establecidos,
gue de igual forma, se puede agregar operaciones booleanas y asi acceder a cualquier tipo de
geometria requerida.

La capacidad de cambiar los parametros por medio de opciones de herramientas, permite
acceder de manera directa a las secuencias de las mallas, ademas las opciones de mallado op-
timizado (Netgen) permiten tener mallados mas estables en la distribucién nodal. Finalmente
los archivos de salida pueden ser seleccionados en una variedad amplia de extensiones, usan-
do la extension .mesh en toda su informacion para obtener las mallas tetraédricas necesarias
para desarrollar el capitulo de ejemplos numéricos de esta tesis.

3.7. Ecuaciones Gobernantes Lineales

3.7.1. Forma Fuerte

Considere un cuerpo elastico (Figura 3.2a) que ocupa el dominio R?®y esta limitado
por la super cie bidimensional cuya normal unitaria exterior esn . Se supone que el limite

admite descomposiciones de la forma= [ (y; = .\ ¢ donde , es el contorno
de Dirichlet y  es el contorno de Neumann. El cierre del dominio es= [ . Sea
u(x): ! R? el campo de desplazamiento en un punto del cuerpo elastico cuando el
cuerpo esta sujeto a una traccion externg(x) : ! R3y fuerzas de cuerpd(x): ! RZ.
Las condiciones de contorno de Dirichlet (esenciales) impuestas sf{®) : . ! R3. El
problema del valor de frontera para la elastostatica lineal es: encuenu¢x) : ! R3 tal
que
r +b=0en ; (3.26a)
u=gen yg; (3.26b)
n =ten g (3.26¢)

donde es el tensor de esfuerzos de Cauchy.
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(@ (b) (c)

Figura 3.2: Problema de valor de frontera tridimensional. (a) Esquema que
ilustra el problema del valor de contorno para elasticidad lineal. (b) Parti-
cion T del dominio . (c) Vista dividida del dominio discretizado. Fuente:
[10].

3.7.2. Forma Deébil
La formulacion débil de Galerkin es: encontran(x) 2 V tal que
a(u;v) = "(v) 8v(x) ZZW;
a(u;v) = (u) :"(v)dx; (v)= b vdx+ t vds;

t

(3.27)

dondeV y W son los espacios de campos de desplazamientos continuos y de prueba:
Vi=fu(x):u2[H})] 3u=gen g W:=fv(x):v2[H!}()] %:v=0en g

y "(v) es el pequefio tensor de deformaciones, que viene dado por

"(v) = ;(r V+r V) (3.28)

3.7.2.1. Caso Generalizado

Consideramos un conjunto de nodos dispersos que discretizaUsando estos nodos, el
dominio se divide en celdas poliédricas representativas nodales, que necesariamente son no
superpuestas (tomar como ejemplo del dominio discretiazado la Figuras 3.2a y 3.2b). Esto se
puede lograr usando un diagrama tridimensional para una malla de caras triangulares, donde
cada nodo que forma las caras triangulares, estan conectados para formar un poliedro (Figura
3.3). Denotamos porE, un nodo ubicado en el centroide del poliedro y su celda asociada. El
nodo E tiene coordenadasg en el sistema de coordenadas cartesianas y el volumen de su
celda asociado efEj.
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Figura 3.3: Celda de un dominio representativo nodal usando una malla
poliédrica de caras triangulares. El nodo y su celda representativa se denotan
por E, Xg son las coordenadas nodales jEj su volumen asociado. Fuente:

Elaboracién Propia.

Un nodo en  se denota poriS y sus coordenadas en el sistema de coordenadas cartesianas
por xs, (i =1;2;3). El area de in uencia del nodoS esta representada pojSj. La Figura
3.4 presenta los tres casos tipicos de un nodo ubicado enLa particion formada por todos
los nodos y sus celdas asociadas que se encuentran ese denota porT", dondeh es el
didmetro maximo de cualquier celda en la particion. La particion bidimensional formada por
todos los nodos y sus areas de in uencia asociadas que se encuentran g denota cort'".

Siguiendo un procedimiento estandar de Galerkin, de nimos los siguientes espacios locales
discretos a nivel de celda nodal:

Vije = ful(x) 1 u" 2 [HY()] *g; WPje := VTje;

dondeu"(x) se da en la forma (3.1) com 2 E. Estos espacios locales discretos se ensamblan
para formar los siguientes espacios globales discretos:

V= fu(x) 2V iuje 2V 8E2T"g, W":=fv(x)2W :vje 2V"j 8E2T"g:
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Figura 3.4: Representacion esquematica de los tres nodos tipicos ubicados
en ; con coordenadaxg, (i =1;2;3)Yy &rea de in uencia asociadajS;j. Xs,

es un nodo en el vértice de la fronteraxs, nodo del borde del dominio y
Xs, nodo de cara. Fuente: [10].

Debido a la de nicidn de los espacios globales discretos, podemos evaluar la forma débil
(3.27) muestreando localmente en cada nodo d€' y sumando todos ellos, de la siguiente
manera:

X X
a(u;vh) = ag (UM v = JEj"e(v"): D :"g(u") 8u":8v"2V": (3.29a)
E2T h E2T h
‘(vh)—X\ h . hy _ B h, X . h ayh h.
= be(V') + es(v') = jEjbe v"+  jSjts v" 8v"2V"; (3.29b)
E2Th s2"h E2Th g2"h

dondeD es el tensor de modulos del material que de ne la relacion constitutiva= D : " (u);
"e = "(Xg), be := b(xg) y ts := t(Xs) son cantidades nodales. La ecuacion (3.29) es el
resultado de la integracion nodal directa (1 punto) de las integrales de forma débil.

3.8. Ecuaciones Gobernantes no Lineales

En la solucién de problemas lineales, en particular, para NIVED y elementos nitos,
siempre se necesita resolver un conjunto de ecuaciones algebraicas simultaneas de la forma

Ku =f; (3.30)

siempre que la matriz de coe cientes no sea singular, la solucion de estas ecuaciones es
Unica. En la solucién de problemas no lineales siempre se obtiene un conjunto de ecuaciones
algebraicas; sin embargo, generalmente seran no lineales. Consideramos el problema genérico:

nt1 = (Uns1) = fraa P(Upaa); (3.31)

dondeu,.; es el conjunto de parametros de discretizaciof,.; un vector independiente

de los pardmetros yP un vector dependiente de los pardmetros. Estas ecuaciones pueden
tener multiples soluciones (es decir, mas de un conjunto dg.; puede satisfacer la ecuacion
(3.31)). Por lo tanto, si se logra una solucion, puede que no sea necesariamente la solucion
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buscada. La comprension fisica de la naturaleza del problema vy, por lo general, los enfoques
incrementales de pequeios pasos a partir de soluciones conocidas son esenciales para obtener
respuestas realistas. Dichos incrementos siempre son necesarios si el problema es transitorio,
si la ley constitutiva que relaciona el esfuerzo y la deformacion depende de la trayectoria
y/o si la trayectoria de carga-desplazamiento tiene bifurcaciones o ramas multiples en ciertos
niveles de carga. El problema general siempre debe partir de una solucidén cercana a

u=up; n=0: f =f,; (3.32)
y a menudo surge cambios en la funcion forzada a
frae = fnt fra: (3.33)
La determinacion del cambio u,.; tal que
Unpst = Upn+  Ups1; (3.34)

sera el objetivo y, en general, los incrementos def ,.; se mantendran razonablemente
pequefios para que se pueda seguir la dependencia de la ruta. Ademas, dichos procedimientos
incrementales seran tiles para evitar un nUmero excesivo de iteraciones y seguir el camino
fisicamente correcto. En la Figura 3.5 se muetra la no unicidad tipica que puede ocurrir
si la funciébn ,,; disminuye y luego aumenta a medida que el parametwo,.; aumenta
uniformemente. Esta claro que seguir el caminof ,,; tendré signos tanto positivos como
negativos durante un proceso de calculo completo. Es posible obtener soluciones en un solo
incremento solo en el caso de no linealidad leve (y sin dependencia de la ruta), es decir, con

f n= 0 f n+l = f n+l s (335)

Figura 3.5: Posibilidad de multiples soluciones. Fuente: 7 ].

La literatura sobre enfoques generales de solucion y sobre aplicaciones particulares es
extensa y, en un solo capitulo, no es posible abarcar completamente todas las variantes que
se han introducido. Sin embargo, intentaremos dar una imagen completa describiendo primero
los procedimientos generales de solucion.
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3.8.1. Técnicas lterativas

La solucion del problema planteado por las ecuaciones (3.31)-(3.40), no se puede abordar
directamente y siempre se requerira alguna forma de iteracién. Nos concentraremos aqui en
los procedimientos en los que la solucion repetida de ecuaciones lineales (es decir, iteracion)
de la forma

Kdup,y =y (3.36)
en el que un superindiceindica el nimero actual de iteracion. En estas iteraciones se calcula
un incremento de soluciérdu' ., . Se pueden usar técnicas de eliminacion directa (gaussia-
na) o meétodos iterativos para resolver las ecuaciones lineales asociadas con cada iteracion
[46, 47, 48]. Sin embargo, la aplicacion de un método de solucion iterativo puede resultar mas
econdémico computacionalmente hablando.

Muchas de las técnicas iterativas utilizadas actualmente para resolver problemas no li-
neales se originaron por la aplicacion intuitiva del razonamiento fisico. Sin embargo, cada
una de estas técnicas tiene una asociacion directa con los métodos de andlisis numérico y, a
continuacion, utilizaremos la nomenclatura generalmente aceptada en los textos sobre este
tema [47, 49, 50, 51, 52].

Aunque se establece cada algoritmo para un conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales,
ilustraremos cada procedimiento usando una Unica ecuacién escalar. Esto, aunque Util desde
un punto de vista pedagdgico, es peligroso ya que la convergencia de problemas con numerosos
grados de libertad puede apartarse del patron simple en una sola ecuacion.

3.8.2. Método de Newton

El método de Newton es el proceso de convergencia mas rapida para la solucion de pro-
blemas en los que solo se realiza una evaluacion deen cada iteracion. Por supuesto, esto
supone que la solucion inicial esta dentro de la zona de atraccion y, por tanto, no se produce
divergencia. De hecho, el método de Newton es el Unico proceso descrito?efy flonde la
tasa asintética de convergencia es cuadratica. El método a menudo se denomina método de
Newton-Raphson, ya que parece haber sido derivado simultaneamente por Newton y Raph-
son.

En este método iterativo observamos que, al primer orden, la ecuacion (3.31) se puede apro-
ximar como I
. . @ :
(U In++11 (u:‘1+1) + @ duln+1 =0: (337)
n+l

Aqui, el contador de iteraciones generalmente comienza asumiendo
1 —
Uk, = up (3.38)

dondeu, es una solucidn convergente en un nivel de carga o paso de tiempo anterior. La
matriz jacobiana (o en términos estructurales la matriz de rigidez) correspondiente a una
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direccidn tangente viene dada por

@
K= =—= _— 3.39
Uy @ (3.39)
La ecuacion (3.37) da inmediatamente la correccién iterativa como
Kidupg = o
duln+1 = (K 'II') ! In+1: (340)
Una serie de aproximaciones sucesivas da
Upt = Upyg + Uy = Up+ Upy (3.41)
donde ,
. X
uln+1 = du Ir(1+1: (342)
k=1

El proceso se ilustra en la Fig. 3.6 y muestra la convergencia muy rapida que se puede lograr.

Figura 3.6: Método de Newton. Fuente: P ].

La necesidad de introducir el incremento total u',, quizds no sea obvia aqui, pero de
hecho es esencial si el proceso de solucion depende de la trayectoria, como veremos en el
Capitulo 5 para algunas ecuaciones constitutivas no lineales de sélidos.

El proceso de Newton, a pesar de su rapida convergencia, tiene algunas caracteristicas
negativas:

= Se debe calcular una nueva matriK + en cada iteracion;
= Si la solucidén directa para la Ec. (3.40), la matriz debe factorizarse en cada iteracion;

= En algunas ocasiones la matriz tangente es simétrica en un estado de solucion pero
asimétrica en otro caso (por ejemplo, en algunos esquemas para integrar grandes para-
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metros de rotacion [53] o plasticidad no asociada). En estos casos, en general se necesita
un solucionador asimétrico.

Algunos de estos inconvenientes estan ausentes en los procedimientos alternativos, aunque
generalmente se pierde una tasa de convergencia asintética cuadratica.
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Capitulo 4

Integracion Nodal Utilizando la
Descomposicion del Elemento Virtual

Como se discutié en Capitulo 1, la integracion nodal directa de la forma bilineal como
se indica en (3.29a) no es viable debido a problemas de estabilidad. Como remedio, las
técnicas de integracion nodal agregan un término de estabilizacion a la forma bilineal [39].
Agui, tomamos una ruta diferente y desarrollamos un esquema de integracion nodal para
métodos sin malla utilizando el marco matematico del método del elemento virtual. En este
enfoque, la consistencia y estabilidad del método Galerkin sin malla integrado nodalmente
esta asegurada por la construccién en base al teorema de equivalencia de Lax.

4.1. Celda de Integracion Nodal

La evaluacién de la forma débil en un nodo de integracion en la particidi', donde la
particibn se construye mediante el método que se muestra en la Figura 3.3, en la que se
muestra una celda de integracién nodal para un poliedro de caras triangulares. Se destaca
gue en el esquema de integracion nodal, el nodo de integracion y su celda nodal asociada son
intercambiables. Esto signi ca que cualquier cantidad que se evalle en la celda nodal también
es una cantidad evaluada en el nodo. En la Figura 4.1 se muestra una celda de integracion
nodal tetraédrica, base de las mallas para el esquema de celdas nodales NIVED tridimensio-
nal. Considerando el sistema de coordenadas cartesianas y utilizando la regla de Gauss de
1 punto sobre los bordes de su celda nodalz son las coordenadas del nodo de integracion
y n; es la normal unitaria hacia el exterior de una de las caras del contorno de la celda nodal.

Es importante destacar, que el esquema NIVED tridimensional puede aplicarse para cual-
quier poliedro, donde las caras no necesariamente deben ser triangulares, basta con saber
cuantas caras tiene el poliedro y cuantos lados tienen los poligonos que forman las caras
del poliedro, para poder aplicar este esquema computacional. Por motivos practicos en la
fabricacion de las mallas para los sélidos, se utiliza como base, las mallas tetraédricas. A con-
tinuacién se muestran los cuatro casos de las celdas que fundamentan el esquema principal
NIVED tridimensional.
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Figura 4.1: Representacién esquematica de una celda de integracion nodal
tetraédrica. El nodo de integracion y su celda nodal asociada se indican
con E, el volumen de la celda nodal corjEj. La normal unitaria hacia el
exterior del contorno de la celda nodal es . Las coordenadas del nodo de
integracion sonxg. El triangulo N representa la regla de Gauss de 1 punto
sobre cada cara de la celda noddt. Fuente: Elaboracion Propia.

4.1.1. Celda de Vértice

Como su nombre indica, el nodo de integracién se ubica en el vértice de un poliedro
formado por todos los tetraedros que convergen a un vértices en el contorno del dominio
estudiado. Esta nueva con guracion, previene la repeticion de informacion para estas celdas
y permite extraer la informacion completa de las condiciones de Neumann y Dirichlet.

Figura 4.2: Celda tipo Vértice. Caso de un Poliedro con 7 vértices y 10 caras
triangulares. indica la regla de Gauss con 1 punto sobre cada cara trian-
gular. el nodo de integracion Nived tridimensional.! la normal unitaria
hacia el exterior de cada cara triangular. los vértices del poliedro. Fuente:
Elaboracién Propia.
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Para poder formar el poliedro de la Figura 4.2, usando una malla tetraédrica, en particular
para esta tesis, se utilizaron los programas Tetgen, Gmsh y GID, se propone el siguiente
pseudocodigo:

Algorithm 1 Formacion de Poliedros Usando Tetraedros
Input: Estructura de malla tetraédrica;

1. Coordenadas de los vértices de la malla;
2. Conectividad elemental tetraédrica;
3. Conectividad de las caras triangulares;
Output: Nueva malla con celdas tetraedros + poliedros;
1. Coordenadas de los vértices de la nueva malla;
2. Nueva conectividad elemental poliédrica;
3. Nueva conectividad de las caras triangulares;

for n nimero de celdas tetraédricas en la malla inicialo
if la celda esta en un vértice del dominithen

= X;: Almacenar informacion de las caras asociadas a la celda en el vértjce

i =155 nvert;
else
Y;: Almacenar informacién del tetraedro que no se esta en el vértice del dominio;
end if
end for

= Recon gurar la malla;

Reunir la informacion de los tetraedros + poliedros;
Eliminar todos los pares de caras triangulares repetidas;
Reordenar la informacién de las caras;
Reasignar indices;
Conectividades elementales
Conectividad entre caras

4.1.2. Celda de Borde

El nodo de integracion se ubica en el punto medio entre los dos vértices de un tetraedro
gue se encuentran en las aristas de contorno del dominio. En esta ubicacion, el nodo permite
extraer mayor informacion de las condiciones de Neumann y Dirichlet. En la Figura 4.3 se
observa el caso de una celda de borde tetraédrica.
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Figura 4.3: Celda tipo Borde. Caso de un tetraedro con 4 veértices y 4 caras
triangulares. indica la regla de Gauss con 1 punto sobre cada cara trian-
gular. el nodo de integracion Nived tridimensional.! la normal unitaria
hacia el exterior de cada cara triangular. los vértices del poliedro. Fuente:
Elaboracién Propia.

4.1.3. Celda de Cara

El nodo de integracién se ubica en el centroide de la cara triangular de un tetraedro que
se encuentra en las caras de contorno del dominio. En esta ubicacion, el nodo permite extraer
mayor informacion de las condiciones de Neumann y Dirichlet. En la Figura 4.4 se observa
el caso de una celda de cara tetraédrica.
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Figura 4.4: Celda tipo Cara. Caso de un tetraedro con 4 vértices y 4 caras
triangulares. indica la regla de Gauss con 1 punto sobre cada cara trian-
gular. el nodo de integracion Nived tridimensional.! la normal unitaria
hacia el exterior de cada cara triangular. los vértices del poliedro. Fuente:
Elaboracién Propia.

4.1.4. Celda de Interior

El nodo de integracion se ubica en el centroide de un tetraedro que se encuentra en el
interior del sélido, en otras palabras, ningun vértice y/o cara esta en el contorno del dominio.
En esta ubicacion, el nodo permite saber que sucede con las variables de estado dentro del
sélido. En la Figura 4.5 se observa el caso de una celda de interior tetraédrica.
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Figura 4.5: Celda tipo Interior. Caso de un tetraedro con 4 vértices y 4 caras
triangulares. indica la regla de Gauss con 1 punto sobre cada cara trian-
gular. el nodo de integracion Nived tridimensional.! la normal unitaria
hacia el exterior de cada cara triangular. los vértices del poliedro. Fuente:
Elaboracién Propia.

4.2. Contribucion Nodal

Dado que el método NIVED en extension tridimensional, utiliza funciones de base sin ma-
lla para la discretizacion de las variables de campo, tenemos que considerar las contribuciones
de los nodos vecinos al realizar la integracion de Gauss sobre los bordes de la celda nodal
(caras del poliedro). La lista de contribucion nodal global en un punto de integracién, se
de ne como los indices globales de los nodos cuyas funciones de base toman un valor distinto
de cero en el punto de integracion. Etiquetamos estos indices globale4 dan y construimos
una lista de contribucion nodal local con ellos.

Siempre realizamos un seguimiento de la correspondencia entre las listas de contribucién
nodal local y global, ya que esta correspondencia se utiliza mas adelante en el ensamblaje
de la matriz de rigidez global y el vector de fuerzas global. La construccion de la lista de
contribucién nodal local se muestra esquematicamente en la Figura 4.6 para la evaluacion de
funciones de base libre de malla en un punto de integracién en el borde de una celda nodal
poligonal, para el caso tridimensional los soportes son esféricos, pero tedricamente el esquema
es el mismo.
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Figura 4.6: Construccion de la lista de contribucion nodal local. Las fun-
ciones de base nodal se evalian en el punto de integracidéh Un circulo
centrado en un nodo representa el soporte de la funcién de base nodal.
La lista de contribucion esta formada por los nodos etiquetados del al 5
(m =5) ya que sus soportes (circulos formado por trazos) toman un valor
distinto de cero en el punto de integracién (es decir, contienen el punto de
integracion). Los circulos punteados no contienen el punto de integracion vy,
por lo tanto, sus nodos no forman parte de la lista. Fuente: [11]

4.3. Descomposicion del Elemento Virtual

Por motivos de notacion, nos referimos a la subcelds,, comoE y la norma unitaria de
la subceldan; comon. Hay que tener en cuenta que la celda princip& de la Figura 4.1
esta formada por la union de todas las subceld&s,,; i = 1;2;:::;k, dondek es el nUmero
de caras de la celda poliédrick, siguiendo esto, se debe cumplir:

Bl = JEi (4.1)

i=1

Debido a la naturaleza no polinomial de las funciones de base libre de malla de maxima
entropia linealmente precisas, la aproximaciéon del campo de desplazamiento que utiliza estas
funciones contiene una parte polinomial lineal, mas algunos términos no polinomiales adicio-
nales. SedP (E)?] el espacio de desplazamientos lineales sobre la celda nodal E.

Siguiendo la literatura VEM estandar (ver, por ejemplo, Referencia [54]) se de ne el
siguiente operador de proyeccion en el espacio de desplazamiento lineal:

VMg ! [P(E)’, p=p8p2[PE)T (4.2)

gue permite la divisién de la aproximacion libre de malla de los campos en su parte polinomial
lineal y sus términos no polinomiales, respectivamente, de la siguiente manera:

uh= u+(u  uM); (4.3a)

vib= v+ (v vy (4.3b)
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La proyeccion es necesaria para satisfacer la siguiente condicion de ortogonalidad:
az(p;vh vM =0 8p 2 [P(E)%; v" 2V je: (4.4)

Usando (4.3) y (4.4), obtenemos la siguiente descomposicion de la forma bilineal local:

as (U v = ag( uM v+ ag@"  uMvh V) (4.5)

El primer término en el lado derecho de (4.5) es computable ya que depende de los campos
lineales. Sin embargo, el segundo término no es computable ya que depende de los términos
no polinomiales. En el marco del VEM, el segundo término se aproxima mediante una forma
bilineal que puede calcularse convenientemente adoptando la forma de un término de esta-
bilizacién. Denotamos esta forma bilineal de estabilidad p@: y reescribimos (4.5) como
sigue:

at(uhv) = ag( uM v+ sg(u  uMvh V) (4.6)

Nos referimos a (4.6) como ldescomposicion de elementos virtuales

La descomposicién de elementos virtuales esta dotada de las siguientes propiedades cru-
ciales para establecer la convergencia del VEM [9, 55]:

Para todoh y para todoE enTPh
F Consistencia 8p 2 [P(E)% y 8v" 2 V"je
ag (p;v") = ag(p;v"): (4.7)
F Estabilidad: Existen dos constantes > 0y > 0, independiente deh y de E, tal que
v 2 Ve, ag(vhvh)  al(vhvh) ag (v";vh): (4.8)

En vista de las propiedades anteriores, es sencillo reconocer que el primer término en el
lado derecho de (4.6) proporciona consistencia (es decir, asegura la satisfaccion del test de la
parcela) y el segundo término brinda estabilidad. La propiedad de estabilidad (4.8) revela las
condiciones necesarias que debe posgerdebe ser simétrica y de nida positiva en el kernel
de para que la propiedad (4.8) se mantenga sin violar (4.7).

4.4. Operadores de Proyeccion

La forma explicita del operador de proyeccion se obtiene a partir de la condicion de
ortogonalidad (4.4). Dejando que el tensor de deformacion (3.28) se escriba como

"W)y=rv 1 (v); (4.9)

donde! (v) es el tensor de simetria sesgada dado por

I (v) = ;(r vV r o Tv): (4.10)
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Usando (4.9), observando que (p) y r v" son campos constantes sobfe ya quep,

vh 2 [P(E)®,yque :! =0, podemos escribir la condicion de ortogonalidad (4.4) como
z
ag(p;vh v = (P):[r (v v Tt vMdx
E y z
= : rvldx r v dx
() ZE E (4.11)
= (p): rvdx j Ejr vh
E
=0;
lo que lleva a 7
1
vh = i€ ot vidx: (4.12)

Tenga en cuenta que (4.12) dene v" como el valor promedio de v" sobre la celda
E. Al usar (4.9), (4.12) se puede reescribir como

yA z
rovh="(Cvh+1(vh)= g e "(vMdx + Jéj E! (vMdx; (4.13)
que al integrar rendimientos
] !
vh = iz "(vMdx  x + iz I (v)dx x + ag: (4.14)
JEj E JEj e ' '

Para determinar a; necesitamos un operador de proyeccion sobre las constan®gs:
Ve I R tal que
Po( v") = Pov": (4.15)
Dado que las variables de campo calculadas en el nodo de integracién se convierten en
las variables de campo representativas de la celda, de nimos el operador de proyeccion en

constante como
Pov = vM(xg) = VE: (4.16)

dondexg son las coordenadas del nodo de integracion (ver Figura 4.1).

Aplicando (4.15) en (4.14) se obtiene

z ! z :
Po( V") = Jéj ] "(vMdx  Pox + Jéj ! (vMdx  Pox + Poag = Pov"
N ! 7 ! (4.17)

i€ E"(vh)dx Xg + Jéj E! (vMdx Xg + ag= Vg:

Al resolver paraay en (4.18), obtenemos

Z 4

"(vdx  xg Jéj E!(vh)dx XEg: (4.18)

R R
Introducimos las de niciones"g (v") := J% e(vMdx y ! g(v) = ! (vM)dx ya que
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ambos son tensores constantes sobre la celda y por lo tanto pueden asociarse con el nodo
de integracion. Finalmente, al sustituir (4.18) en (4.14) se obtiene el operador de proyeccion
sobre los desplazamientos lineales, como:

vi= g () (x xe)+ Le(V) (X Xg)+ Ve (4.19)

En (4.19), los promedios de celdg: (v") y ! £ (v") se evalGan en el limite d& invocando
el teorema de divergencia, que da las siguientes medidas nodales:

1% 1 2
"e(v) = £ E"(vh)dx = 5E] @E(vh n+n vhds; (4.20)

y 17 1 Z
le(v) = i ! (vMdx = 5E] @E(vh n n vhds; (4.21)

respectivamente.

4.5. Matrices de Proyeccion

Después de algunas manipulaciones algebraicas, (4.19) se puede escribir como

vl = h(x)"e(v") + g(x)re(vM; (4.22)
donde
1 1 #
(X1 Xx1g) 0 0 E(Xz X2e) (X3 Xse) 0
h()() = 0 (X2 X2g) 0 (X1 Xig) 0 I(xs Xsg) | (423&)
5 0 0 (xs  xse) 0 %(Xl X1g) 3(X2  Xze)
1 00 3(x2 xo) 5(X3  Xze) 0
9)=80 1 0 L1(xs xu) 0 lxs xse)5; (4.23b)
001 0 (1 xE)  3(x2 Xee)
h s
"e(v) = ("e)u ("E)2z ("e)ss 2("e)z 2("e)z 2("E)2s (4.24a)
h I
re(vM = vie Ve Vv 20 e)e 2( e)iz 2( g)az (4.24b)

Usando las funciones de base libre de mallas, conduce a la siguiente representacion discreta
de (4.23):

Xn Xn
hh(x) = a(X)h(xa) = NH g g"(x) = a(X)g(Xa) = NG g; (4.25)

a=1 a=1
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donde

(X1a  X1E)
(Hg)a= 0 (X2a
0
2
1 00
(Ge)a=30 1 0
0 01
h
N = N 1

0
X2E )
0 (Xga

0

N a

(H E)l

2
E(H E)aZ;

(H E )m
0 %(XZa X2E)
0 5(X1a  Xig)
X3E) 0

%(XZa X2E)
%(Xla X1E )

(GE)l

2
E(GE)a ;

(GE)m

%(X3a X3E

%(Xla

0
X1E)

%(X3a X3E )
0 L(Xsa X3e) |
%(Xla X1e) 3(X2a  Xze)

)

0

#
0

3

%(XSa X3E) g;

%(XZa

0

X2E)

2
i a 0
N, : N,=90 . 05;

0O O

y reemplazando explicitamente/" para la forma (3.1) en (4.24) da

donde

(WE)a

nh n Xn > h
E- E a(X)va =Wgq, re=re a(X)Va
a=1 a=1
h is h
q: V; Va> Vr>n v Va= Vig V2a Vszy
2 3
(We)1
WE = E(WE)a ;
3 (WE)m
Cha 0O O a B O lZ
90 a O ha O Cbag Ga = Jfl oF a(x)nids;
O O a O Gha pa
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= RgqQ;

I'>

i=1:2:3

(4.26a)

(4.26D)

(4.27a)

(4.27b)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31a)

(4.31D)



2 3
(Re): , ,
: E 0 0 o o O
Re=B(Re)a?: (Re)a=90 £ 0 g 0 5, (4.32)
: 0 0 7 0 Cha o
(RE)m
donde £ := ,(xg) es el valor de la funcién de base a-ésima en el nodo de integradn

Para evaluarg, en (4.31), se usa una regla de Gauss de 1 punto en cada borde de la celda
nodal (ver Figura 4.1). Finalmente, al sustituir (4.25) y (4.29) en (4.22) se obtiene la siguiente
version discreta del operador de proyeccion:

vi=NH eWZq+ NG eRzg= N (HeW¢Z + GeR3)q; (4.33)
gue de ne la matriz de proyeccion (la forma matricial de ) como

PE: HEWE>+GERE: (434)

4.6. Matriz de Rigidez Elemental NIVED en R

La matriz de rigidez local integrada nodal se obtiene discretizando la descomposiciéon del
elemento virtual (4.6). Comenzamos trabajando en el término de consistencia (es decir, el
primer término del lado derecho de (4.6)). Al usar (4.19) para obtener vP = "¢ (vh) +
I (v y considerando la relacién constitutiva (u") = D : "z (u"), podemos escribir

ac( u VM= jEj ( uM:r WM

= JEj"e(v") : D : "g(uM): (4.35)

Usando la simetria de los tensorés: y D, (4.35) se puede escribir en notacién de Voigt
como
az( u" V") = JEj"z(v")D" e (u"); (4.36)
donde D es la matriz constitutiva de un material elastico lineal isotropico en condiciones
tridimensionales, esta dada por

2 3
1 0 0 0
1 0 0 0
Ey 1 0 0 0
D = @ 2) ) (4.37)

a1+ )1r 2)g O 0 0 x 0 0
0 0 0 o &2 o0

0 0 0 0 o @©2)

dondeEy es el modulo de Young y es la relacion de Poissori;e (v") se de ne en (4.24).

Ahora, la sustitucion de la version discreta d&g (v") como se indica en (4.29) dentro de
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(4.36) conduce a la siguiente forma bilineal de consistencia local discreta:
ae( u"; v")= g”JEjWeDW Zd; (4.38)

donded es un vector de columna similar & dado en (4.30) que contiene los coe cientes
nodales asociados a las funciones de prueba de desplazamiento.

La forma bilineal de estabilidad local discreta se obtiene reemplazando las discretizaciones
de campou” = Nd y v" = Nq, dondeN se de ne en (4.28), junto con (4.33) en el segundo
término del lado derecho de (4.6). Esto produce

se(u"  uMmv" v =sg(Nd NPed;Ng NPeQ)

a (lam  Pe) Se(lam Pe)d; (4.39)

dondel 3, es la matriz de identidad(3m 3m) y Sg = sg(N ”; N ). Asi, sustituyendo (4.38)
y (4.39) en el primer y segundo términos en el lado derecho de (4.6), respectivamente, se
obtiene

az(u";v") = g JEjWeDW 2 +(lam Pe)”Se(lam  Pe) d; (4.40)

que de ne la matriz de rigidez local integrada nodalmente como la suma de la matriz de
rigidez de consistenciK ¢ y la matriz de rigidez de estabilidadK 2, como sigue:

Ke=KEg+KZS, KE=JEjWeDW Z; KZ=(lan Pe)”Se(lan Pe): (4.41)
En cuanto a la rigidez de la estabilidad, hacemos la siguiente eleccion pSea
Se=lam (1lam ) (4.42)

dondels, es el vector de columna unitarig3m 1), = max(lsn;diag(K g)) es un vector

de columna que contiene la diagonal de la matrik ¢ y  es el producto por elementos. Esto
signi ca que Sg es una matriz diagonal cuyas entradas diagonales son las de la diagonal de
la matriz de rigidez de consistencia local integrada nodalmente, que esta en el espiritu de la
D-recipe estudiada en las Referencias [56, 57].

4.7. \ector de Fuerzas Elemental NIVED en R3

Para campos lineales, la aproximacion mas simple para el vector de fuerza de cuerpo se
construye proyectando tanto el vector de fuerza de cuerpoy los desplazamientos de prueba
vP en constantes, como sigue [9, 55, 58]:
z z
he(vh) = Pob” Povdx = Pob” Pov" dx = jEjbe Ve = 7JEJjNZbe;  (4.43)
' E E

donde hemos utilizaddP, como se de ne en (4.16), y

_ 2E 0 03
h i a
Ne= (Neg) (Ne)a (Nedm 5 (Ne)a=40 E 0%; (4.44)
o 0 E
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donde E se de ne abajo de (4.32) . Por tanto, el vector de fuerza de cuerpo nodal viene
dado por
foe = JEJN ¢ be; (4.45)

gue coincide con la integracion directa del vector de fuerza de cuerpo en el nodo con coorde-
nadasxeg.

La integral que de ne el vector de fuerzas de traccion es similar a la integral que de ne el
vector de fuerzas de cuerpo, pero es una dimensién mas baja. Esto signi ca que simplemente
podemos aplicar una integracion nodal directa en los contornos de Neumann. Proceder de la
misma manera conduce al siguiente vector de fuerzas de traccion nodal:

ft;S = JS]N;ts, (446)
donde
h i ° 20 0’
Ns= (Ng) (N s)a (No)m ; (Ns)a=30 S 04; (447
O 0 3
con S:= 4(xs). Finaimente el vector de fuerzas elemental para un elemento, esta dado por
fE = fb;E+ft;S :jEJNEbE+jSJNS>tS (448)
4.8. Normas de Convergencia NIVED en R3

La normalL? relativa del error en los desplazamientos, en el contexto de integracion nodal,
se de ne como

h U PR
UPY g f e e(u ) pU" (U puh)dx (4.49)
kuk 2 g gU”u dx ’ '

y la semi-normaH ! relativa del error en la energia en el contexto de integacién nodal es

Uy _F T RO M) D () () dx
Kukys(y e g (u)>D "(u) dx ’

(4.50)

donde la deformacion aparece en notacion de Voigt'y cu") = "(u"). Los desplazamientos,
deformaciones y esfuerzos se evallan directamente sobre los nodos y el superihdim-
ca la aproximacion numérica, por lo tanto, la otra variable se relaciona con la ecuacion exacta.
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Capitulo 5

Extension al Analisis no Lineal: Caso
Viscoelastico

En esta seccion, el esquema NIVED en tres dimensiones propuesto, se extiende a problemas
de mecénica de solidos en los que la ley constitutiva del material sélido depende de la historia
de la deformacion. En particular, consideramos el caso del modelo viscoelastico de Maxwell
Generalizado que describe un sélido isotrépico lineal estadndar [59], en el que el esfuerzo de
Cauchy en forma vectorial y en funcion del tiempo se divide como

(t)=s(t)+ mKm~™"; (5.1)

dondeK es el modulo Bulk del materlal es el pequefo tensor de deformacién en forma
vectorial, m = 1 1100 O y s(t) es el esfuerzo desviador dado por
Z t
s(t) = 2G(t t‘)—dta (5.2)
1

e=" %mm >" es la deformacién desviadora %(t) es el médulo de relajacién de corte
dado por una serie de Prony de un término que tiene la forma

G(t)=G o+ 1exp t ; (5.3)
1

G= 72('151 yr 07 Oy ;> 0son parametros que satisfacenp+ =1,y ; es un tiempo

de relajacién. Sustituyendo (5.3) en (5.2) conduce a
h [
s()=2G  e(t)+ 1qU(t) ; (5.4)
g (t) es la deformacion desviadora parcial adimensional dada por

o St 9 @

qM(t) = | exp —— (5.5)
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El término g™ (t) es resuelto usando la formula de recursion [59]
!

t
g =exp — q® + q\; (5.6)

donde n

t
qfh’lz—lt Loexp—— (e e (5.7)

Por lo tanto, utilizando la formula de recursividad, los esfuerzos se pueden escribir como

h i
Sns1 =2G  gen + 105 (5.8)

n+1 = Sper F MKM ™" 41 (5.9)

Al considerar (5.9) junto con (5.8) y (5.6), se observa que,.; esta determinado por el
conocimiento del incremento de tiempo t y la deformacién” en los tiempost, y tn+1 .

La solucion numérica de la ecuacion de equilibrio para el solido isotropico lineal estandar
descrito por el modelo viscoelastico de Maxwell generalizado se busca de forma incremen-
tal utilizando un esquema de Newton-Raphson. En el marco de NIVED extrendido a tres
dimensiones, la ecuacién constitutiva (5.9) se calcula utilizando la forma vectorial de la defor-
macién nodal (4.20) y la ecuacion de equilibrio de base para el esquema de Newton-Raphson
se obtiene linealizando la siguiente representacion VED del trabajo virtual:

JEI"E(v™) nea("e(Upa ) + ZE["(V“) "e(VMI e ("(Ufir)  "e(upag))dx

j Ej(Pov")”be j Sj(Pov")’ts =0: (5.10)
La linealizacién de (5.10) produce
JEJ"2(v")D > jns1 e uh)+ZE["(%/“) "e(VI"Dsjaa["( u") e uMdx
= [EI"z(v") na("e(upa))+ E["(V“) "e(VMI7 e ("(Ung)  "e(Ufg))dX

j Ej(Pov")7be | Sj(Pov")”ts]; (5.11)

dondeD . es el modulo tangente que se obtiene derivando (5.9), como sigue:

1#
@n+1 1
= =2G + — 1 ex
@n+1 0 Yt P 1

Adoptando el mismo argumento utilizado para obtener la descomposicion VED (4.6),
aproximamos el segundo término en ambos lados de (5.11) por cantidades computables,
dando asi

>

Dsjnst + Kmm ~: (5.12)

I 1mm
3

JEI"Z(vMDsjnsr"e( uM)+ sgq (V" VAL uM
= [EJ"Z(V") ne1 + se(v" AHTR u" j Ej(Pov") be j Sj(Pov") ts]: (5.13)
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Observamos que el trabajo virtual linealizado (5.13) esta respaldado por el marco de
elementos virtuales para el analisis inelastico presentado en la Referencia [58]. Después de
discretizar (5.13), con ar en la arbitrariedad de las variaciones nodales y sumar sobre todas
las celdas, nalmente obtenemos las siguientes iteraciones de Newton-Raphson para resolver
el estado de equilibriad®, = d®,Y + d® en el tiempotn.; con un incremento de tiempo

t=1ther  th:

X (k 1) X (k 1)

Kg>+Kgs d® = (fFe+fg foe fus)y’:  (5.14a)

E2Th E2T h; s2°h
Kgs = JEJWeDsjnaaWE; KEs =(lam Pe)lam  (lam )lam Pe); (5.14b)
= JEjWe ne1; fE=(lam Pe)lam (Qam  )(am Pe)d%,Y; (5.14c)
foe = JEJNZbg; fis = jSiNZts; (5.14d)

donde = max(lsm;diag(K g..), We; Pg; lam; 1sm; Ng; Ns; be y ts son los mismos que
se utilizan en la formulacién lineal NIVED en extension tridimensional (véase el Capitulo 4).

Finalmente, la notacion de Voigt que se usa en esta tesis para el caso V|scoelast|co del

vector de deformaciones €5:(v") = ("e)u ("e)22 ("e)ss 2("g)1z 2("e)2s 2(" E)13 :

esta notacion, se diferencia en las tres Gltimas variables de deformacion en corte del caso de
elasticidad lineal (ver ecuacion (4.24a)). En consecuencia, para el caso viscoelastico NIVED
tridimensional, las matricesh; g; "g; re; He; Gg; Wge y Re (ver ecuaciones (4.23),
(4.24), (4.26b), (4.27b), (4.31b) y (4.32)), deben reordenarse para representar la notacion
Voigt utilizada en el Capitulo 4.
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Capitulo 6

Ejemplos Numéricos y Discusion

En este capitulo, se presentan experimentos numéricos para demostrar la consistencia,
estabilidad y convergencia del método de integracion nodal para mallas tetraédricas usando
la descomposicion del elemento virtual. Algunos resultados se comparan con un método de
Galerkin sin malla que utiliza funciones de base de maxima entropia utilizando la descompo-
sicion del elemento virtual, adoptando el acronimo MEMVED. Cuando es posible, también
proporcionamos comparaciones de nuestros resultados con soluciones de referencia obtenidas
con el método sin malla de maxima entropia (MEM). Ademas para el caso viscoelastico se
usan las soluciones de referencia del método FEM con el n de corroborar la solucion y el
método. En los calculos MEMVED y NIVED tridimensional, se utilizan las siguientes reglas
de cuadratura para la integracion numérica sobre una malla de fondo de celdas tetraédricas
de cuatro nodos: Regla de Gauss de 1 punto en cada cara de la celda (punto de Gauss de
super cie) para calcular las integrales de super cie que aparecen en las matrices de rigidez de
consistencia y estabilidad. En el método libre de malla de maxima entropia estandar (MEM),
la matriz de rigidez contiene la integral de volumen habitual y, por lo tanto, se integra nu-
méricamente utilizando la integracién de Gauss estandar dentro de cada celda, en particular
se usan 1, 4, 10 y 24 puntos de integracion. La construccion de las celdas de base tetraédrica
y poliédricas nodales representativas para el método NIVED tridimensional se llevan a cabo
utilizando el método de construccién representado en la Figuras 4.1 y 3.3. Todo esto permite
una comparacion directa entre los métodos NIVED, MEMVED y MEM, ya que se usa un
nuamero de grados de libertad del mismo orden en todos los métodos mencionados. Tenga en
cuenta que en los puntos de Gauss de la super cie solo se calculan las funciones de base; no
se necesitan derivadas.

Las funciones de base de maxima entropia en los métodos NIVED , MEMVED y MEM
se realizan usando = 2:0 en todos los experimentos numéricos que siguen. Para el caso NI-
VED tridimensional, ademas, se evaltan las funciones de base de minimos cuadrados moviles
modi cados con un parametro de soporte de radio= 0:5.

6.1. Test de la Parcela en Desplazamiento Para R3

Resolvemos el problema del valor de contorno (3.26) para el test de la parcela que se
representa esquematicamente en la Figura 6.2. Se supone una condicion de estado de tension
para el caso tridimensional con los siguientes parametros del materi&}; = 10’ psiy =0:3.

La solucidn exacta para este problema, es el campo lineglat = [X; X+ Yy; X+ y+ Zz].
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Las condiciones de contorno de Dirichlet se imponen de la siguiente manera: en todo el
contorno, se ja el desplazamiento en la tres direcciones segun la solucion exagia.. Las
condiciones de contorno de Neumann sar= [0 0 0] en todo el contorno, por otra parte el
vector de fuerzas de cuerpo se considera nubos [0 0 0] en todo el dominio. La funcién de
ponderacion previa de Gauss se utiliza para las funciones de base de maxima entropia y una
restricion de pesow = 0:01[1 1 11 1 1para las funciones de base de minimos cuadrados
moviles modi cados. Las mallas utilizadas en este estudio se representan en la Figura 6.1 . Los
resultados numéricos para el error relativo en la norma? y la seminormaH?® se presentan

en las Tablas 6.1 y 6.2, respectivamente, para los enfoques MEM, MEMVED y NIVED. Los
resultados numeéricos con rman que la prueba de parche se cumple con la precision de la
maquina solo para el método NIVED y MEMVED, usando las funciones de base de maxima
entropia.

(@) (b)

Figura 6.1: Secuencia de mallas utilizadas para el Test de la Parcela. (a)
Malla no estructurada de 380 elementos Yhnax = 0:14 in, (b) malla no
estructurada de 1125 elementos yhmax = 0:095 in. Fuente: Elaboracién
Propia.
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Figura 6.2: Problema del Test de la Parcela en Desplazamiento. Fuente:
Elaboracién Propia.

Tabla 6.1: Error relativo en la norma L2 para el Test de la Parcela.

Método Regla de Gauss  Unstructured Mesh
MEM 1-pt 55 10 2
MEM 4-pt 1.5 102
MEM 10-pt 5.7 10°3
MEM 24-pt 2.8 10°3
MEM-VED (maxent)  1-pt/1-pt 1.6 1012
NIVED3D (maxent)  1-pt/1-pt 1.4 101
NIVED3D (mmis) 1-pt/1-pt 80 10°3

Tabla 6.2: Error relativo en la semi normaH ! para el Test de la Parcela.

Método Regla de Gauss  Unstructured Mesh
MEM 1-pt 71 101
MEM 4-pt 23 101
MEM 10-pt 8.8 10?2
MEM 24-pt 49 10?2
MEM-VED (maxent)  1-pt/1-pt 7.7 10 %
NIVED3D (maxent) 1-pt/1-pt 1.8 10 %
NIVED3D (mmls) 1-pt/1-pt 40 1072

6.2. Estrato Elastico In nito.

Consideramos el problema de un estrato elastico in nito sujeto a una presién uniforme
en la super cie superior como se muestra en la Figura 6.3. Ademas, el campo gravitacional
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de magnitud g = 9:8 [] actua sobre el estrato. La altura del estrato ee = 1 m y la
presion uniforme egy = 10° Pa. Dada la longitud in nita a lo largo de las direccione, vy,

zZ, el estrato se corta a través de los pland8;y;z) y (x;y;3), lo que da como resultado un
dominio de analisis cuyas dimensiones s8n 1 3. Consideramos una secuencia de mallas
no estructuradas, que se muestra en la Figura 6.4. La solucidén exacta para este problema se
obtiene de la Referencia [60]:

Uy = u, = 0; (6.1a)

Uy:(1+E(i(l )2) ay %(h2 (h y)? ; (6.1b)

donde el médulo de Young e€, = 4 10’ Pa, el coe ciente de Poisson = 0:3, y la
densidad del estrato es = 1900 [%]. La solucion exactau, = 0 se aplica en el limitex = 3

y la solucién exactau, = 0 en el limite enz = 3. Aunque el estrato elastico in nito se
puede resolver facilmente usando un modelo unidimensional, ilustra la gran cantidad errores
numeéricos que introduce la integracion estandar de Gauss en tres dimensiones.

Figura 6.3: Geometria del modelo y condiciones de contorno para el proble-
ma del Estrato Elastico In nito. Fuente: [61]

Se lleva a cabo un estudio para comparar las tasas de convergencia que entrega el método
NIVED en el caso tridimensional usando las funciones maxent y mmis sobre el re namiento
de la malla. El parametro de soporte de la funcidén base se establece en2; 0 para la funcién
de ponderacion previa gaussiana y un parametro de soporte de radig 0:5 para el prior
cuadrético de las funciones mmis. La Figura 6.5 presenta las tasas de convergencia para los
enfoques NIVED usando maxent y mmls. Se observa que las tasas Optimas de convergencia
son proporcionadas por la formulacion NIVED usando maxent, tanto en la norma relativa
L2 como en la seminormad *. Para el enfoque MEM, segun [61], la convergencia no solo es
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erratica para la secuencia completa de las reglas de Gauss (incluso una regla de Gauss de 24
puntos es inadecuada), sino que también muestra poca precision. Este es un comportamiento
algo esperado ya que los errores de integracidon son signi cativamente mas pronunciados en
tres dimensiones [62]. Hacemos hincapié en que en tres dimensiones, la formulacion NIVED
solo necesita un total den puntos de Gauss coma caras tiene el poliedro para evaluar la
funcion de base (no se necesitan derivadas) en las caras de la celda, lo que se puede aprove-
char para la e ciencia computacional.

La Figura 6.6 proporciona el costo computacional de la formulacion NIVED propuesta
usando las funciones de base maxent y mmls. Se observa que para el mismo tiempo de CPU,
el enfoque NIVED usando maxent ofrece una precision mucho mayor, por lo tanto, este ejem-
plo revela el mejor desempefio de la formulacion NIVED usando maxent desde el punto de
vista de precision y convergencia, y un desempefio alto de la formulacién NIVED usando
mmls desde el punto de vista de costo computacional, permitiendo resolver problemas mas
rapidos con comportamientos muy parecidos al real analitico, pero con errores de convergen-
cia asociados al problema de imposicién de condiciones.

Finalmente, en la Figura 6.7, presentamos la solucién exacta del desplazamiento para la
malla 6.4e de 9369 elementos y 28107 grados de libertad. Por otra parte, en la Figura 6.8 se
observa la solucion numérica del desplazamiento para tres de las mallas no estructuradas de
la Figura 6.4, usando las funciones maxent y mmls. Existe una convergencia de la solucién
para ambos casos, pero para la malla mas gruesa de 235 elementos usando mmls Figura 6.4e,
la solucion gra ca numeérica no converge correctamente, pero para las mallas que siguen, la
solucion si se observa que converge bien y suave. Para el caso de las funciones maxent, la
solucion siempre es suave. Por otra parte, para ambos casos, a medida que la malla se va
re nando, las soluciones van siendo mas cercanas a la solucion analitica.

44



Figura 6.4: Secuencia de mallas no estructuradas utilizadas para el problema
del Estrato Elastico In nito. (a) Malla de 235 elementos y hpax = 0:341n,
(b) malla de 1415 elementos Yhmax = 0:18in, (¢) malla de 3205 elementos
Y hmax = 0:14in, (d) malla de 6362 elementos yhmax = 0:11in, (e) malla
de 9369 elementos Y\max = 0:09 in. Fuente: Elaboracién Propia.

45



(@)

(b)

Figura 6.5: Tasas de convergencia para el problema del Estrato Elastico
In nito. EI método NIVED usando las funciones maxent ofrece las tasas
mas Optimas de convergencia en la norma? y la seminormaH . Fuente:
Elaboracién Propia.

Figura 6.6: Costo computacional del esquema NIVED en el problema del
Estrato Elastico In nito. El costo computacional del enfoque NIVED usando
las funciones mmils es notablemente menor que el caso NIVED usando las
funciones maxent, pero por otra parte, la precisién del segundo método es
muy superior. Fuente: Elaboracién Propia.
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Figura 6.7: Solucién exacta del desplazamiento para una malla de 9369
nodos yhmax = 0:09 para el problema del Estrato Elastico In nito. Fuente:
Elaboracién Propia.

Figura 6.8: Soluciéon numérica del desplazamiento para el problema del Es-
trato Elastico In nito. Malla 6.4a (a) maxent, (b) mmis. Malla 6.4d (c)
maxent, (d) mmis. Malla 6.4e (e) maxent (f) mmls. Fuente: Elaboracion
Propia.
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6.3. Estabilidad Numeérica

Para evaluar la estabilidad del método NIVED, se realizan andlisis de valores propios en
elastostética lineal utilizando los datos del problema del estrato elastico in nito (consulte la
Seccién 6.2 ). Para el caso NIVED se considera la funcion de base radial de Gauss como la
funcion de ponderacion prior en la evaluacion de las funciones de base de maxima entropia
usando el pardmetro de soporte de la funciéon base= 2:0 y la funcién de base de minimos
cuadrados mdéviles modi cados usando un parametro de soporte de radieg 0:5y un valor
cercano a cero para el prior cuadratico. Los analisis de valores propios tridimensionales en-
tregan seis valores propios cero, que corresponden a los seis modos normales de cuerpo rigido
0 energia cero.

En la Figura 6.9 se muestran las 3 formas de modo suave, préximas a los seis modos de
cuerpo rigido, que se obtienen en el enfoque MEM, MEM-VED y NIVED usando las funciones
maxent y mmls. En el caso MEM (Figuras 6.9(a)-(f) ), se observa que aunque las formas de
los modos séptimos y octavo parecen suaves para ambos casos, el problema de estabilidad
debido a los errores de integracion en la rigidez integrada estandar de Gauss aparece en el
noveno modo o llamadas formas de modo no suave (comportamiento de diente de sierra) o
modos espurios. Para el método NIVED utilizando el prior gaussiano como la funcién de peso
previa, se observa que no existen inestabilidades, como lo revelan las formas de modo suave
gque se muestran en las Figuras 6.9(j)-(I). En el enfoque MEM-VED (Figuras 6.9(g)-(i)) se
exhibe el mismo comportamiento suave. Por otra parte para el método NIVED utilizando
las funciones de minimos cuadrados moviles modi cados (Figuras 6.9(m-(f)), se observan
formas de modo suave que se obtienen en los modos de vibracion siete y ocho, ya en el modo
nueve aparece un modo espurio. De esta forma se con rma la estabilidad del esquema NIVED
tridimensional usando las funciones de maxima entropia al no presentar modos espurios.
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