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1. Introduccién

Cuando un problema de valor de contorno, como el de la elasticidad lineal estatica, se resuelve numéri-
camente usando la formulacién débil de Galerkin, los desplazamientos de prueba y de peso son reempla-
zados por sus representaciones discretas, adoptando la siguiente forma:

N

'Uh(w) = Z(ba(w)'”aa (1)

a=1

donde ¢, (x) son las funciones de base nodal, v, = [v1, va24]" son los desplazamientos nodales en el
sistema bidimensional de coordenadas Cartersianas y N es el nimero de nodos que define un elemento.
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2 Método del Elemento Virtual

En este capitulo solo consideraremos funciones de base que extienden el espacio de funciones de grado 1
(funciones lineales o afines), es decir, la aproximacién mediante estas funciones de base es lineal.

Es pertinente mencionar que la gran mayoria de las funciones de base disponibles para construir
una aproximacioén lineal, por ejemplo, funciones bilineales de Lagrange [19], funciones MLS lineales [10]
y funciones maxent lineales [1], presentan términos no polinomiales o de orden superior —incluso las
funciones de base MLS y maxent son funciones racionales—, por lo tanto, v"(x) podria pertenecer a un
espacio levemente més amplio que el de las funciones afines y al cual denotaremos por W. Los términos
adicionales no polinomiales o de orden superior que estén presentes en la aproximacién lineal podrian
potenciar la aparicién de errores en la integracién de la matriz de rigidez, llevando a problemas de
estabilidad que afectaran la convergencia del método de aproximacién. Este es el caso del método del
elemento finito poligonal/poliédrico [17,27,28], los métodos sin malla Galerkianos [3,4,12-16,21-24] y la
integracién reducida en el elemento finito cuadrildtero bilineal [11].

El método del elemento virtual [5] (MEV) fue desarrollado para afrontar los problemas de integracién
numérica en elementos poligonales. En sintesis, el MEV consiste en la construccién de una representacién
algebraica (exacta) de la matriz de rigidez sin la evaluacién explicita de funciones de base (las funciones
de base son virtuales). A la matriz de rigidez construida de esta manera se le considera computable, lo
que se contrapone a la matriz de rigidez no computable que requeriria la evaluacion de las derivadas de
las funciones de base en los puntos de cuadratura (puntos de integracién) internos del elemento. En el
MEV, la matriz de rigidez se descompone en dos partes: una matriz que garantiza la reproduccion exacta
de un campo de desplazamientos lineal (matriz de rigidez de consistencia) y una matriz de correccién que
provee estabilidad (matriz de rigidez de estabilidad). Esta descomposicién estd formulada en el espiritu
del teorema de equivalencia de Lax para esquemas de diferencias finitas (consistencia + estabilidad —
convergencia) y es suficiente para garantizar que el método pase el test de la parcela [11]. Recientemente,
la teoria del MEV fue utilizada para corregir errores de integracién numérica en el método de elementos
poligonales/poliédricos [8,18,20] y en métodos sin malla Galerkianos [25].

Algunas de las ventajas que posee el MEV sobre el tradicional método del elemento finito (MEF) son
las siguientes:

= Abilidad para utilizar geometrias complicadas hechas de elementos de nimero arbitrario de lados no
necesariamente convexos, e incluso con lados coplanares y nodos colapsantes, y todo esto manteniendo
las mismas propiedades de aproximaciéon del MEF.

= Posibilidad de formular aproximaciones de orden superior con un orden arbitrario de regularidad
(continuidad) global [9].

= Técnicas de refinamiento adaptativo de mallas se facilitan enormemente dado que nodos colgantes
quedan autométicamente incluidos en el MEV por los elementos con lados coplanares [7].

2. Ecuaciones de gobierno para la elasticidad lineal estatica
2.1. Forma fuerte

Consideremos un cuerpo eldstico que ocupa el dominio abierto 2 € RR? que estd limitado por la
superficie unidimensional I" cuya normal apuntando hacia el exterior es n. Se considera que el contorno
admite las descomposiciones I' = Iy U Iy y 0 = I'y NIy, donde Iy es el contorno esencial (o de Dirichlet)
y I’y es el contorno natural (o de Neumann). El cierre del contorno del dominio es 2 = 2 U I'. Sea
u(x): 2 — IR? el campo de los desplazamientos en el punto & del cuerpo eldstico cuando este se somete
a las tracciones externas f(x) : I'y — IR? y las fuerzas de cuerpo b(z) : 2 — IR?. Las condiciones de
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contorno esenciales (o de Dirichlet) impuestas son g(z) : I, — IR?. El problema de valor de contorno que
gobierna la elasticidad bidimensional lineal estética se lee como sigue: encontrar u(zx) : 2 — IR? tal que

V.-o+b=0 Vzec/2 (2a)
u=g Vxecl,, (2b)
o-nr=f Vexely, (2¢)

donde o es el tensor de esfuerzos de Cauchy dado por
1 T
a:D:E(Vu—i—V u), (3)

donde D es un tensor constante de cuarto orden que depende del material constituyente del cuerpo
elastico.

2.2. Forma débil

Cuando se deriva la forma débil de Galerkin para el problema de elasticidad lineal usando el método
de residuos ponderados, con v siendo la funcién de peso arbitraria, se obtiene la siguiente expresion para
la forma bilineal:

a(u,v) = /Q o(u): Vode. (4)

El gradiente del campo de los desplazamientos puede ser descompuesto en sus partes simétrica (Vsv)
y antisimétrica (V agv), como sigue:

Vv = Vsv + Vagv = e(v) + w(v), (5)
donde 1
Vsv = e(v) = 3 (Vv+ Vo) (6)
es el tensor de deformaciones y
1
Vasv =w(v) = B (Vo — Vo) (7)

es el tensor gradiente antisimétrico que representa las rotaciones. Debido a que el tensor de esfuerzos es
simétrico, su producto con el tensor gradiente antisimétrico es cero, lo que simplifica la forma bilineal a

a(u,v) = / o(u):e(v)de (8)
7
y lleva a la forma estdndar de presentar la formulacién débil: encontrar u(x) € V' tal que
a(u,v) = lp(v) + ¢ (v) Yo(z) e W, (9a)
a(u,v) :/ o(u):e(v)de, (9b)
2

p(v) = /Q b-vde, {f(v)= f-vds, (9c¢)

Ty
donde V and W son los siguientes espacios de desplazamientos de prueba y de peso, respectivamente:
V= {u(z) :u e W(2) C [H'(2)]?, u=gsobre I},}, (10)
W= {v(z) :v € W(22) C [H'(2)]?, v=0sobre I;}, (11)

donde el espacio W({2) incluye campos de desplazamientos lineales.
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Las integrales que aparecen en la forma débil se evaliian sobre los elementos de una particién conocida
como malla. Se denota por E a un elemento que tiene un drea |F| y un contorno OF que estd formado
por lados e de largo |e|. La particién (malla) formada por estos elementos se denota por 7", donde h es
el méximo didmetro de cualquiera de los elementos dentro de la particién. El set formado por la unién de
todos los lados de los elementos en esta particién se denota por £", y el set formado por todos los lados
elementales que se sitian sobre I'y se denota por 5;}. Como ya ha sido mencionado, el espacio W({2)
presentard, en general, términos no polinomiales o de orden superior, y por lo tanto, la evaluacion de las
integrales de la forma débil se realizard usando cuadratura numérica. Particularmente, los términos no
polinomiales son una fuente inevitable de error en la integracién numeérica de las integrales de la forma
débil (la integracién no serd exacta), por lo que, de acuerdo a la definicién dada en la Seccién 1, la forma
bilineal no seréd computable.

Reconociendo la necesidad de usar cuadratura numérica, las formas bilineal y lineales son reemplazadas
por sus siguientes contrapartes aproximadas y dependientes de la malla:

a"(w,v) = Y dp(uv), ¥y GE)= Y Gg) vy Lo)= > . (v) (12)

EeTh EeTh eGSh

La misma particiéon se usa para aproximar los campos de desplazamientos de prueba y de peso, lo que
lleva a las siguientes formas bilineal y lineales discretas, respectivamente:

ah(uhavh) = Z a%(uhvvh)v y éb Z ébE y gh Z ghe 7 (13)

EcTh EeTh e€5h

v a los siguientes espacios discretos de prueba y de peso, respectivamente:
"= {ut(z):u" e WE) C[H(E)?VE € T", u" = g sobre I}f}, (14)
"= {v"(z):v" e W(E) C [H'(E)]? VE € T", v" = 0 sobre I'}'}, (15)
donde F; es el contorno esencial discreto, V* c V.y Wh c W.
En el método del elemento virtual, las formas bilineal y lineales discretas dadas en (13), que llevan
a la matriz de rigidez y vector de fuerzas elementales, respectivamente, se construyen de modo tal que

puedan ser computadas algebraicamente evitando asi errores de cuadratura numérica que puedan causar
problemas de estabilidad y de convergencia.

3. Meétodo del elemento virtual

En el método del elemento finito bidimensional, la particién 7" se forma por tridngulos o cuadrildteros.
Ahora consideraremos la posibilidad de usar elementos con un nimero arbitrario de lados, es decir,
elementos poligonales. La particién del dominio serd realizada utilizando un generador de mallas de
poligonos, y las matrices de rigidez y vectores de fuerza elementales para estos elementos, se construiran
usando el marco tedrico del método del elemento virtual (MEV).

3.1. Elemento poligonal

Particionemos el dominio {2 en elementos poligonales no traslapados y de lados rectos. El nimero de
lados y nodos de un elemento poligonal se denota por IN. La normal unitaria al contorno del elemento,
apuntando hacia el exterior, se denota en coordenadas Cartesianas por n = [n; ns]". La Figura 1
presenta una representacion esquematica de un elemento poligonal para N = 5, donde el lado ¢, de largo
lea| v el lado e,—1 de largo |e,—1| son lados elementales que inciden en el nodo a, y n, y n,—1 son las
respectivas normales unitarias a estos lados apuntando hacia el exterior.
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Figura 1: Representacién esquemadtica de un elemento poligonal de N = 5 lados.

3.2. Operadores de proyeccién

Similarmente al método del elemento finito, para que la solucién numérica converja monoténicamente
se requiere que la aproximacién de los desplazamientos en el elemento poligonal pueda representar modos
de cuerpo rigido y estados de deformacién constante. Esto exige que la aproximacion de los desplaza-
mientos en el elemento sea por lo menos un polinomio lineal [26]. Definiremos operadores de proyeccién
que permitan la extraccion de los modos de cuerpo rigido, los modos de deformacién constante y la parte
polinomial lineal del movimiento. En este contexto, la aproximacién de los desplazamientos se supone
continua en el elemento y a través de los contornos elementales (i.e., no existen huecos ni aberturas), lo
cual también es una condicién necesaria para la convergencia [26].

Consideremos los tres siguientes espacios a nivel elemental: el espacio de los movimientos de cuerpo
rigido (denotado por R(E)), el espacio de los estados de deformacién constante (denotado por C(E)), y
el espacio de los desplazamientos lineales (denotado por P(FE)) que es capaz de representar movimientos
de cuerpo rigido y estados de deformacién constante. En particular, se require que P(E) = R(E) +C(E).
Antes de definir formalmente estos tres espacios, la siguiente definicién es necesaria: el valor medio de
una funcién h sobre los nodos del elemento poligonal esta dado por

- 1 X
h = N;h(mj), (16)

donde N es el nimero de nodos de coordenadas x; que define al elemento poligonal. Por ejemplo, el valor
medio de las coordenadas nodales del elemento poligonal se calcula usando (16) y lo denotamos por .
Las definiciones formales para los espacios se dan a continuacion.

El espacio de los desplazamientos lineales se define como

P(E):={a+B-(x—%):acR? BeR”>**}, (17)

donde B es un tensor de segundo orden y por lo tanto se puede expresar como la suma de un tensor
simétrico y otro antisimétrico. Denotemos el tensor simétrico y el tensor antisimétrico como Bg y Bas,
respectivamente. Dado que se requiere que P(E) = R(E) + C(E), se definen los espacios de movimientos
de cuerpo rigido y estados de deformacién constante, respectivamente, como sigue:

R(E) :={a+ Bas- (x — %) : a € R*, Bas € R***, Big = —Bas}, (18)

C(E):={Bs-(x—7): Bs € R*** B! = Bs}. (19)
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En elementos poligonales de méas de tres nodos, la aproximacién de los desplazamientos estara com-
puesta por una parte polinomial lineal y por una parte adicional no polinomial o de orden superior’, lo
cual implica que en el elemento u(x) € W(E) 2 P(E).

Para extraer las componentes de los desplazamientos en los tres espacios ya mencionados, se definen
los siguientes operadores de proyeccion:

Il : W(E) - R(E), Hrr=r, VreR(E) (20)
para extraer los movimientos de cuerpo rigido,
IIc :W(E) = C(E), IHcc=¢c, YeceC(E) (21)
para extraer los modos de deformacién constante, y
IIp :W(E) = P(E), IIpp=p, VpeP(E) (22)

para extraer la parte polinomial lineal. Con el objetivo de garantizar que P(E) = R(E)+C(F), se requiere
que estos operadores satisfagan las siguientes condiciones de ortogonalidad:

IIrc=0, VeeC(C(E) (23)
IIcr =0, VreR(E), (24)

tal que elementos de C no tengan movimientos de cuerpo rigido y elementos de R no tengan modos de
deformacién constante, lo que significa que IIoIlg = I[IxIlc = 0, y entonces la proyeccién sobre P puede
ser escrita como una suma directa de Ilg y Il¢:

Ip =1l + 1. (25)
Por lo tanto, cualquier u,v € W(FE) puede ser descompuesto en los siguientes tres términos:

u=Iru+ Ieu + (u — [Tpu), (26a)
v = Igv+ Icv + (v — IIpv), (26b)

es decir, en una parte que representa los movimientos de cuerpo rigido, una parte que representa los
estados de deformacion constante y la parte restante que representa los términos no polinomiales o de
orden superior. A la Ecuacién (26) se le denomina descomposicion del elemento virtual.

Unos operadores de proyeccién que satisfagan las condiciones de ortogonalidad (23) y (24) pueden ser
construidos como sigue: definamos el tensor de deformaciéon promediado en una celda como

~ 1 1
e(v)—ﬁ/Ee(v)dcc—m 8E(v@n—l—n@’u) ds, (27)

donde el teorema de la divergencia se ha utilizado para transformar la integral de volumen en una integral
de superficie. Similarmente, el tensor gradiente antisimétrico promediado en una celda se define como

1 1
G(v):—/w(v)dw:— (v@n—-—nEwv)ds. (28)
1E| Je 2|E| Jor
Noétese que €(v) y @(v) son tensores constantes dentro del elemento.
Usando las definiciones anteriores, la proyeccion de v sobre el espacio de movimientos de cuerpo rigido

se escribe como sigue:
IIgrv =) - (x —T) + 7, (29)

TSolo para el poligono de menor orden posible, es decir el tridngulo de tres nodos, la aproximacién se compone tinicamente
de la parte polinomial lineal. Por ejemplo, la aproximacién en el elemento finito cuadrildtero de cuatro nodos posee un
monomio cuadratico que se consideraria como el término adicional de orden superior.
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donde &(v) - (& — ) y T son los modos de rotacién y traslacién de v, respectivamente. Y la proyeccién
de v sobre el espacio de los estados de deformacion constante estd dada por

IIcv = ev) - (x — ). (30)

Entonces, debido a (25), la proyeccién de v sobre el espacio de los desplazamientos lineales se escribe
como
IIpv=Hgv+ Hev =€) - (x — %)+ @(v) - (x —F) + . (31)

Noétese que al comparar (29) con (18), se verifica que Bag = @(v). También puede ser verificado que
Bg = &(v).

Ahora procedemos a demostrar que las condiciones de ortogonalidad (23) y (24) se cumplen para
las proyecciones (29) y (30), respectivamente. Comenzamos con la demostracién para la condicién de
ortogonalidad dada en (23).

Demostracion. De (7) y (30), se tiene que

w(e) = Vas(llee) = = (Viee — VTHCC) = = (é(e) — €(e)) =0,

1
2

N =

lo que debido a (28) implica que &@(¢) = 0. Adicionalmente, € = Ilcc = €(c) - (€ — &) = 0. Por lo tanto,
de (29) y de los resultados anteriores,

IIrc=w(c) (x —T)+€=0. O

Y la condicién de ortogonalidad dada en (24) se demuestra como sigue.

Demostracion. De (29), VIIgr = @(r). Y dado que @(r) es un tensor antisimétrico, se tiene que
V' IIzr = —&(r). Estos resultados se usan para obtener la siguiente deformacion:
1 T 1, ~
e(r) = Vs(IlIrr) = 5 (VIgr + V'Igr) = 3 (@(r) —@(r)) =0, (32)

lo que muestra que los modos de cuerpo rigido tienen deformacién nula. Por lo tanto, de (27), (30) y (32),
se obtiene

Hcrzg(r)-(w—i)z(ﬁ/ﬁﬂe(r)dw)-(m—i)zo. O

3.3. Condiciones de ortogonalidad energética

El punto crucial en el MEV es que una vez que los desplazamientos (26) sean reemplazados en la
forma bilineal (8) se logre de manera efectiva una separacién de la matriz de rigidez que permita aislar
los términos no polinomiales o de orden superior y asi poder tomar control sobre el comportamiento de
estos. Las siguientes condiciones de ortogonalidad energética son esenciales para este fin.

Consideremos la forma bilineal (8) para un elemento poligonal. La proyeccién I satisface la siguiente
condicién:

ag(c,v—IIcv) =0 VeeC(E), veW(E), (33)

lo que significa que v — Il¢v es energéticamente ortogonal a C. A continuacién, la demostracién de esta
condicién.

Demostracion. De (6) y (30) se tiene que

e(ITew) = Vs(Illew) = = (VIIew + V Iew) = = (E(v) + E(v)) = &(v). (34)

N~
N~
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Usando (8) para el elemento poligonal, (27), (34), y notando que o(c) y €(v) son tensores constantes, se
obtiene lo siguiente:

ag(c,v —Ilev) =o(c) : /E e(v)de — /EE(Hc'U) dw]

=o(c): /E e(v) dcc—/Eé(v) dm}
=o(c): /E e(v)de — §(v)/E dw]
—o(e): | [ ew)ae - &w)ip]|

=o(c): :/Ee(v)dcc—/Es(v)dw] =0. O

Adicionalmente, la siguiente condicién de ortogonalidad energética emana de (33): la proyeccién Ip
satisface

ag(p,v—Ipv) =0 Vpe P(E), veW(E), (35)
lo que significa que v — IIpv es energéticamente ortogonal a P. La demostracion es la siguiente.

Demostracion. Debido a que los modos de cuerpo rigido tienen deformacién nula, cualquier término que
contenga modos de cuerpo rigido en la forma bilineal debe ser exactamente cero. Entonces,

ag(p,v— pv) =ag(r+ c,v — IIgv — IIcv)
=ag(c,v — ev) — ag(ec, Hrv) + ag(r,v — [Ixv — [cv)
=ag(c,v — IIcv) =0,

donde (33) fue utilizado en la ultima igualdad. O

Una tltima observacién. Dado que p =7 + ¢ y ag(r,-) = 0, la siguiente condicién de ortogonalidad
energética nace de (35):
ag(c,v — IIpv) =0 Vece(C(E), veW(E). (36)

3.4. Forma bilineal del MEV

Sustituyendo la descomposicién (26) en la forma bilineal (8) lleva a la siguiente descomposicién de la
forma bilineal en el elemento:

ag(u,v) = ag(lIru + Heu + (u — Ipu), Hrv + Hev + (v — IIpv))
e CLE(HCu, Hc’v) + CLE(’LL — Ilpu,v — prv), (37)

donde los siguientes argumentos han sido usados: la simetria de la forma bilineal, los términos I[Irv y IIgru
no contribuyen en la forma bilineal (ambos tienen deformacién nula), y la condicién de ortogonalidad
energética (36).

El primer término en el lado derecho de (37) es la forma bilineal asociada a los modos de deformacién
constante que proveen consistencia (llevan a la matriz de rigidez de consistencia) y el segundo término
es la forma bilineal asociada a los términos no polinomiales o de orden superior que proveen estabilidad
(llevan a la matriz de rigidez de estabilidad). Volveremos a estos dos conceptos més adelante en esta
seccion.



8 M¢étodo del elemento virtual 9

3.5. Reexaminando los operadores de proyeccion

Los operadores de proyeccién del MEV (29), (30) y (31) pueden ser obtenidos “intrinsecamente” de la
condicién de ortogonalidad energética (35). Para lograr esto, observemos que o (p) y V (IIpv) son campos
constantes debido a que p, ITpv € P(E). Usemos la observacién precendente y la forma bilineal dada
en (4) para obtener

ag(p,v — IIpv) = /Ea(p) : V(v — IIpv)dx

p) [/EVvd:B—V(Hpv)/E dw]

=o(p): [/E Vuvdx — V(Hpv)|E|} . (38)

Y dado que (38) debe ser exactamente cero por la condicién ortogonal (35), se llega a
1
V(IIpv) = —/ Voudez. (39)
Bl e
Usando (5), (27) y (28), la Ecuacién (39) puede ser reescrita como sigue:

V(IIpv) = / v)de + — w('v) dz = &(v) + &(v). (40)
|E] |E |
Por lo tanto, de (40), ITpv debe tener la siguiente forma:

IIpv =€) -z + @(v) - & + aop. (41)

Y debido a que ag es una constante, la proyeccién ag(p,v — IIpv) = 0 define IIpv solo hasta una
constante. Entonces, para encontrar ag necesitamos un operador de proyecciéon sobre las constantes,
Iy : W(E) — R?, tal que

Ho(Hpv) = Hov. (42)

Es suficiente usar (16) como el operador sobre las constantes [5,7]. Esto resulta en

1 N
Tyw = + > v(x;) =7, (43)

la cual satisface (42) como se comprueba en la siguiente demostracién.

Demostracion.
Iy(ITpv) = Ho(IIrv) + Ho(Ilcv)
=0()  (IIpx —%) +v+&(v) - (Ilpx —T)
W) - (T-—T)+v+EW) (T—7T)
v
= Ho'U
donde se ha usado que @(v) y €(v) son tensores constantes. O

Aplicando (42) a (41) resulta en

IIy(IIpv) = €(v) - Ilpx + @(v) - Hox + Iyag = v
EW) T+ (W) T+ ay="70. (44)
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Y resolviendo para encontrar ag en (44) se llega a

ap=7—€(v) T —w(v)- T (45)
Finalmente, sustituyendo (45) en (41) se obtiene el operador de proyeccién que ya habia sido dado en (31):

IIpv=&v) - (x —T) +D(v) - (x —T) + 7. (46)

3.6. Matrices de proyeccion

Las matrices de proyeccién resultan de discretizar los operadores de proyeccion. Para facilitar las
derivaciones, empezamos por escribir las proyecciones IIgxv y Il¢cv en términos de sus bases espaciales.
Para lograr lo anterior, consideremos el espacio Cartesiano bidimensional y la antisimetria de @ = @(v)*.
La proyeccién (29) puede ser escrita como sigue:

e L
L V2 — (X1 — X1)W12
_ [ 10 (LL'Q —fg) %é
L 01 —(Il — T @12
(17~ — -z ~
= 0}014—[(1)}024— [ _(f{il_xég) ]w12
= 7101 + T2y + 7"3(:\}12. (47)

Asi, la base para el espacio de los modos de cuerpo rigido es:
ri=[1 0], 7=[0 1], rs=] (xa—Ta) —(z1—71) ] . (48)

Similarmente, considerando la simetria de € = €(v), la proyeccién (30) puede ser escrita como

Hov = i Efvl - El;gll + ECC2 - f2§§12 }

| (Z1 —T1)€12 + (T2 — T2)E22

[ = =, 11
_ | (1 —71) 0 To — T 2
- 0 (,TQ — fg) T —T1 222

L €12

= (21 651) }?114- { (2 9@) } 22 + [
= ci1€11 + 2822 + €312, (49)

Asi, la base para el espacio de los estados de deformacién constante es:
c=[(z1-71) 0], c2=10 (22-T2) ", cs=[(22—T2) (21 -71) ] . (50)

En cada elemento poligonal de N lados y con coordenadas nodales denotadas por x, = [214 $2a]T,
los desplazamientos de prueba y de peso estan dados por

N

N
u'(x) =) da(@)ua, V(@)= du(x)vN, (51)
b=1

a=1

fNotar que W11 = W2 =0 y W91 = —W12.
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donde ¢4 () y ¢p(x) son funciones de base nodales, y uq = [u1q  U2q]" ¥ vy = [v1p oy son desplaza-

mientos nodales. Las funciones de base nodales también se usan para la discretizacion de las componentes
de la base para el espacio de los modos de cuerpo rigido:

N

rh(x) = ¢a(@)ra(za), a=1,...,3 (52)

a=1

y de las componentes de la base para el espacio de los modos de deformacién constante:

N
ch(x) =Y da(®@)cs(xa), B=1,...,3. (53)
a=1

La forma discreta de la proyecciéon para extraer los modos de cuerpo rigido se obtiene mediante la
sustitucién de (51) y (52) en (47), lo que lleva a

(nnvh)abz[qsa[é] da| 7] m[_(f;ja__f%f)] H %ZZQZ 1

q26V1b — q1pV2p

a 0 10 a — L ab _O
:[% %H(m —(ff:la_xéf)HO Py MEH, (54)
426 —dq1b
donde )
Qia = m o ¢ani dS, 7 = 1,2 (55)

apareci6 debido a la discretizacién de &yo (ver (28)). La forma matricial de (54) se obtiene mediante la
expansion de los indices nodales como sigue:

N N
ro" =YY" (lIgv"),, = NPrg, (56)
a=1 b=1
donde 0
N =[(N) (N)a Nl V=[G 4] (57)
q= [v1 v, vN]T , Vo = [V1a V24] (58)
Y Pr = He W] (59)
1 0 T
Hr =[ (Hr)h (HR)a (Hr)v 1", (Hg)a = l 0 1 ] (60)
(T2q —T2) —(T1a —T1)
y

— T
% 9 ] . (61)

Wr=[(Wr)i - (Wr)a -+ (Wrn 1" (Wr)a= [ 0 &,
42 —Aqla
Similarmente, sustituyendo (51) y (53) en (49) se llega a la siguiente forma discreta de la proyeccién
para extraer los modos de deformacion constante:

(eot) = o[ @0 ™ ] 0] (0, 5y ] o[ 22 ][ i |

Q2pV16 + q15V20

Lo 20wl BB ] ) @
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La forma matricial de (62) se obtiene mediante la expansién de los indices nodales como sigue:

N N
=33 (Hev"),, = NPeq, (63)

a=1b=1
donde
Pe = HoW; (64)
con B -
T (xla — ,Tl) 0 _
He=[(Hc) -+ (Hc)a -+ (He)n ] o (He)a= [ 0 Exza _EQ; 1 (65)
(20 —T2) (T1a —T1
Yy
T 2q1a 0 T
We=[(We)1 - (We)a - (We)n ], (We)a = [ qO 2q(J2a ] (66)

Entonces, la forma matricial de la proyeccién para extraer la parte polinomial lineal del campo de los
desplazamientos es Pp = Pr + Pe.

Para el desarrollo de la matriz de rigidez de consistencia que se realiza en la siguiente seccién, serd
atil tener la siguiente expresion alternativa para la forma discreta de la proyeccion para extraer los modos
de deformacién constante:

h ~ ~ ~
Ilcv" = c1811 + C2822 + €3E12
N N N

1Y 2quvis + €2 Y 2qa50 + €3 Y (gapv1s + qu5va)
b=1 b=1 b=1

N
= Z [ 2q1pC1 + q2pc3  2gapca + qupes | [ 5;5 }
b—1

Nor2 0
dip
=[c c2 c3] { 0 2q2b}{5;g}
p—1 L q2b  qup

=cW/] q. (67)

Finalmente, la forma discreta de la proyeccién sobre las constantes se obtiene mediante la sustitucion
de (51) en (43), lo que resulta en

(), = o[ ) 0 T[]

N
j=1

U a
_ [ ] o] (68)
La forma matricial de (68) se obtiene mediante la expansién de los indices nodales como sigue:

N
v = Z (Hovh)a = Ngq, (69)

a=1

donde
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3.7. Matriz de rigidez elemental del MEV

La descomposicién dada en (37) se usa para construir la forma bilineal aproximada y dependiente de
la malla, a%(u, v), de tal modo que pueda ser computada en forma algebraica a nivel elemental. Con este
fin, se aproxima el término ag(u — IIpu, v — [Ipv), el cual no es computable, con uno que es computable
y que estd dado por sg(u — [Ipu,v — ITpv) para luego definir:

al(u,v) = ag(Ileu, IIev) + sp(u — Hpu,v — IIpv), (71)

donde el lado derecho, como serd evidente més adelante en esta seccién, se computa algebraicamente.
Se ha demostrado que la descomposicién (71) posee las siguientes propiedades cruciales para establecer
convergencia [5, 6]:

Para todo h y para todo E en T"

» Consistencia: Vp € P(E), Yol € V*
a(p.v") = ap(p,v"). (72)
» FEstabilidad: 3 dos constantes a, > 0 y o > 0, independientes de h y de E, tal que

Vol e VP aap (v, 0") < db(oh, v") < a*ap(o”,v"). (73)

Por supuesto, el término computable, sg(u — IIpu,v — IIpwv), debe ser elegido de modo tal que las
condiciones (72) y (73) se cumplan.

La versién discreta de la forma bilineal del MEV (71) se construye como se describe a continuacién.
Se sustituye (67) en el primer término del lado derecho de (71); se usa (56) y (63) para obtener ITpv" =
IIgrv" + IIcv" = NPpgq, donde Pp = HRW7£ + HCWCT. También, se debe notar que v"* = Nq. Luego,
se sustituyen las expresiones para IIpv" y v" en el segundo término del lado derecho de (71). Todo lo
anterior resulta en

a(u ") = ap(c W7 d,c W q) + sp(Nd — NPpd, Nq — NPpq)
=q " Weag(c',e)Wid+q" (I.y — Pp)  sg(N'T,N) (I.y — Pp)d
=q'|E|We DWJd+q"(I,y — Pp)" Sg (Ioy — Pp)d, (74)

donde Ioy es la matriz de identidad de tamano (2N x 2N), d es el vector columna de los des-
plazamientos nodales y Sg = sg(NT,N). Usando la notacién de Voigt y observando que e(c) =
[e11(c) e22(c) e12(c) |' = Iz (la matriz de identidad de tamafio (3x3)), en (74) se ha usado que
ap(c’,¢) = [pe"(c)De(c)de = D [, de = |E|D, donde D es la matriz constitutiva para un material
lineal elastico e isotrépico dada por

B Ey 1;V KV 0
D_(1+V)(1—2V)[ 0 ' 2(1921/)] ()

para el estado de deformacién plana, y

Ey

b=t

1
v
0

O —X
e}

2(1 —v)

0
] (76)

para el estado de esfuerzo plano, donde Ey es el médulo de Young y v es el coeficiente de Poisson.

El primer término del lado derecho de (74) es la parte que provee consistencia a la forma bilineal
discreta del MEV y que permite pasar el test de la parcela cuando la solucién es un campo de desplaza-
mientos lineal (se satisface la condicién (72)). El segundo término del lado derecho de (74) es la parte que
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provee estabilidad a la forma bilineal discreta del MEV y es dependiente de la matriz Sg = sg(NT, N).
Esta matriz debe ser elegida de modo tal que la condicién (73) se cumpla sin poner en riesgo el cumpli-
miento de la condicién (72) que ya fue tomada en cuenta por la parte consistente. Podemos explorar las
propiedades deseables para SE mediante inspeccién. Con este fin, denotemos el espacio de términos no
polinomiales y de orden superior por H. Entonces, para h € H la forma bilineal del MEV dada en (71)
lleva a

ag(h,h) = sg(h,h). (77)

Sin duda, en (77) sg debe ser definida positiva sobre el espacio H para que a los modos de deformacién
no polinomiales o de orden superior, no nulos, no les sean asignados energia de deformacién nula; sg
también deberia escalar como la forma bilineal exacta ag. Por lo tanto, la matriz computable Sg debe
poseer estas propiedades ya mencionadas. Existen varias posibilidades para elegir esta matriz (ver por
ejemplo las Referencias [5,6,18]). Aqui adoptaremos Sg dada por [18§]

__ |Eltrace(D)

=y 7 78
Fytrace(HgHC)’ (78)

Sg =agloy, agp
donde ag es un pardmetro de escalamiento y usualmente v = 1.
De (74), la expresién final para la matriz de rigidez del MEV puede ser escrita como la suma de la
matriz de rigidez de consistencia y la matriz de rigidez de estabilidad, respectivamente, como sigue:

Kg =|E|WeDW{ + (Ix — Pp)" Sp (Ioy — Pp), (79)

donde debemos recordar que Pp = Hr W, + HcW/] . Notar que Hr y He, las que estdn dadas en (60)
y (65), respectivamente, son calculadas usando solamente las coordenadas nodales del elemento. No obs-
tante, para poder calcular W y W¢ (ver sus expresiones en (61) y (66), respectivamente) necesitamos
conocer algo del comportamiento de las funciones de base para poder determinar ¢, y gio. Observemos
que ¢, se calcula usando (43), lo que requiere el conocimiento de las funciones de base en los nodos del
elemento. Por otro lado, ¢;, se calcula usando (55), lo que requiere el conocimiento de las funciones de
base sobre los lados del elemento. Por lo tanto, todo lo que necesitamos conocer acerca de las funciones de
base es el comportamiento de estas sobre el contorno del elemento. En el MEV, se hace la suposicion de
que las funciones de base son lineales por tramo (lado por lado) y continuas sobre los lados del elemento,
lo que implica que ¢q () = dap, donde @y, son las coordenadas nodales y d4p es la funcién delta Kronecker.
Esta suposicién permite el cémputo de ¢, simplemente como

1 & 1
b = N;%(%‘): ~ (80)
y el calculo exacto de ¢;, mediante una regla trapezoidal, lo que da
1 1
Qia = T7o7 ¢ani ds = — (|€a71|{ni}a71 + |ea|{ni}a)7 1= 17 25 (81)
2|E| Jor 4|E|

donde {n;}, son las componentes de n, y |e,| es el largo de los lados que inciden en el nodo a, tal como
se define en la Figura 1.

En el MEV, se utilizan las Ecuaciones (80) y (81), lo que se traduce en que las funciones de base no se
evalian explicitamente — de hecho, nunca se calculan. Por esta razdn, se dice que las funciones de base
del MEV son virtuales. Ademas, no se requiere el conocimiento de las funciones de base en el interior del
elemento, atin cuando la aproximacién en el interior del elemento sigue siendo lineal y estd dada por (31).
En consecuencia, una definicion mas especifica para el espacio de los desplazamientos de prueba que la
definicién ya dada en la Seccién 2.2 es la siguiente [5, 8]:

Vii= {o" € [HI(E)NCUE)” : Av" = 0 en B, v"|. = P(e) Ye € OB}, (82)

la que se conoce con el nombre de espacio del elemento virtual.
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3.8. Vector elemental de fuerzas de cuerpo y de traccién del MEV

Para desplazamientos lineales, la fuerza de cuerpo puede ser aproximada por una constante por tramos.
En el MEV, esta aproximacién constante por tramos suele definirse como un promedio en la celda dado
por b" = ‘—}%J‘ J pbdx = b. Por lo tanto, la forma lineal discreta del MEV que contiene el término de las

fuerzas de cuerpo puede ser computado del siguiente modo [2, 5, 6]:
0 (o) = / b - [Iyv" dz = |E[b- 5" = q"|E|N'b. (83)
E
Entonces, el vector elemental de fuerzas de cuerpo del MEV estd dado por

—T~
fo.e = |E|N'b. (84)

El vector elemental de fuerzas de traccién del MEV es similar al de fuerzas de cuerpo, pero la integral es
de una dimensién menor. Por lo tanto, considerando el lado del elemento como un elemento unidimensional
de dos nodos, el vector elemental de fuerzas de tracciéon del MEV puede ser calculado similarmente al de
fuerzas de cuerpo del siguiente modo:

fre=lel NI £, (85)

~ | 0 6 O] _[& 0 % 0]_
N AR S

donde
} (56)

O N
V= O
Ol
= O

v =14 J. fds.

3.9. Norma L? y seminorma H' del error

Para estudiar la exactitud y la convergencia del MEV, se utilizan dos medidas globales del error. La
norma L? relativa del error en los desplazamientos definida como

= I |ae) \/ g [y (u— lTpu)" (u— put) da -
llul[r2(e) S g fpuTude ’
y la seminorma H' relativa del error en los desplazamientos dada por
[ = ITpu" |l o) \/ S Jp (e(w) — e(Teu?)' D (e(uw) — e(eul)) dz -
[z (o) ZE Jg e(u)T De(u) dz ’

donde la deformacién aparece en notacién de Voigt, y por (34), e(Ilcu”) = €(u”).
En las normas, las integrales sobre el elemento E se calculan usando cuadratura numérica. Para esto,
el poligono se particiona en triangulos y se definen puntos de integracién en ellos.

3.10. Matriz de rigidez elemental del MEV para el problema de Poisson

La formulacién del MEV para el problema de Poisson se desarrolla de manera similar al problema de
la elasticidad lineal estatica. No obstante, aqui se ha decidido desarrollar la matriz de rigidez elemental
del MEV para el problema de Poisson por reduccién en la formulacién para la elasticidad lineal estética.
El problema de Poisson con el que trabajaremos es el siguiente: consideremos un dominio abierto 2 ¢ IR?
que esta limitado por la superficie unidimensional I" cuya normal apuntando hacia el exterior es np. El
contorno esencial (o de Dirichlet) se denota por I',. El cierre del contorno del dominio es 2 = 2 U I
Sea u(x) : 2 — IR la variable de campo y f(x) : Q — IR el término fuente. Las condiciones de contorno
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esenciales (o de Dirichlet) impuestas son g(x) : I'; — IR. El problema de valor de contorno que gobierna
el problema de Poisson se lee como sigue: encontrar u(x) : 2 — IR tal que

~Viu=f Vxe, (89a)
u=g Vxecly. (89b)

En la formulacion del MEV para la elasticidad lineal estatica, se realizan las siguientes reducciones: el
campo de los desplazamientos se reduce al campo escalar u(x), la deformacién se simplifica a e(u) = Vu,
las rotaciones quedan como w(u) = 0, y la matriz constitutiva del material se reemplaza por la matriz
de identidad de tamano (2 x 2). Luego, las proyecciones del MEV para el problema de Poisson quedan
como [Igru =1y IIcu = €(u) - (x — ). Las matrices que resultan de la discretizacién de los operadores
de proyeccion se simplifican a

Hp=[(Hgr): - (Hr)a - (Hr)n]'. (Hgr)o=1, (90)

W= (Wrh - (Wrho - Welw [T (Wrda = 1. (91)
He=[(Heh - (He)a - (He)w 'y (He)a=[ (@10 —T1) (220 —T2) ], (92)
We=[(We)i - (We)a -~ (Weln 1T, (Weda=1[ 2q1a 2g24 ] (93)

Usando las matrices precedentes, la matriz de proyeccion es Pp = HRW{ + H¢ WCT y la expresion final
para la matriz de rigidez del VEM para el problema de Poisson se escribe como

Kp = |E|WeW{ + (In — Pp)"(Iy — Pp), (94)

donde Iy es la matriz de identidad de tamafio (N x N) y Sg = Iy ha sido utilizada en la matriz de
rigidez de estabilidad dado que esta eleccién es adecuada para el problema de Poisson [5].

4. Ejemplos numéricos

En esta seccion se presentan algunos ejemplos numéricos que fueron resueltos usando el programa
VEMLab, una libreria escrita en MATLAB que implementa el MEV para los problemas de elasticidad lineal
estatica y de Poisson en dos dimensiones. La libreria también permite la resoluciéon de estos problemas
mediante el MEF usando elementos triangulares de tres nodos y elementos cuadrilateros de cuatro nodos.
VEMLab es un proyecto de codigo abierto y libre que estd disponible para su descarga desde el sitio
http://camlab.cl/research/software/vemlab/.

4.1. Instrucciones de uso para la libreria VEMLab

Para realizar una simulacién se debe preparar una funcién principal que al ser ejecutada la iniciard y
la dirigird hasta su conclusion. En la carpeta “test” se incluyen algunos ejemplos de funciones principales.

La carpeta “test/mesh_files” posee varios archivos de texto que contienen la informacién de mallas de
prueba. Estos archivos de texto se leen desde las funciones principales que estdn contenidas en la carpeta
“test”. Para generar nuevas mallas, se deben utilizar las siguientes funciones que se encuentran en la
carpeta “mesher”:

= create_polygonal mesh.m para elementos poligonales.

= create_quadrilateral mesh.m para elementos cuadrilateros de cuatro nodos.


http://camlab.cl/research/software/vemlab/
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= create_triangular mesh.m para elementos triangulares de tres nodos.

Estas funciones crean los archivos de texto que contienen la informacién de las mallas y los guarda en la
carpeta “test/mesh files”, quedando disponibles para ser leidos desde las funciones principales.

En la funcién principal se debe especificar el método que se desea utilizar en la simulacion. Esto se reali-
za mediante la variable vemlab_method. Por ejemplo, para resolver utilizando el MEV, esta variable se fija
como vemlab method=‘VEM2D’. Para resolver con el MEF, se puede utilizar vemlab method=‘FEM2DQ4’
para elementos cuadrilateros de cuatro nodos o vemlab method=‘FEM2DT3’ para elementos triangulares
de tres nodos. Las mallas de elementos cuadrildteros y triangulares son instancias particulares de elemen-
tos poligonales, por lo que pueden ser utilizadas para resolver problemas con el MEV cuando se especifica
vemlab_method=‘VEM2D’. Sin embargo, las mallas poligonales de elementos de més de tres lados no pue-
den ser utilizadas cuando se especifica vemlab_method=‘FEM2DT3’, y las de tres o méas de cuatro lados no
pueden ser utilizadas cuando se especifica vemlab method=‘FEM2DQ4"’.

Antes de comenzar la simulacién es importante especificar las opciones para los gréficos y los archivos
de salida. Las opciones se deben activar o desactivar en la funcién plot_and_output_options.m que estd
en la carpeta “config”.

Luego de que la simulacién ha concluido, los archivos de salida del programa quedan guardados
en la carpeta “test/output_files”. Dentro de esta carpeta existen tres subcarpetas que contienen di-
ferentes archivos de salida. La carpeta “GiD” contiene archivos de salida para ser leidos en el post-
procesador de GiD (https://www.gidhome.com/), la carpeta “VTK” contiene archivos de salida que
pueden ser leidos en el visualizador VIK (https://www.vtk.org/) o en el visualizador de ParaView
(https://www.paraview.org/), y la carpeta “txt” contiene archivos de salida en formato de texto.

4.2. Test de la parcela en desplazamientos

Este test consiste en la soluciéon de un problema de elasticidad lineal estatica con b = 0 y condi-
ciones de contorno esenciales (Dirichlet) g = [z 1 + 2] impuestas a lo largo de todo el contorno
de un dominio cuadrado unitario. Esto resulta en que g es también la solucién exacta dentro del do-
minio. Se considera un estado de deformacién plana con los siguientes parametros para el material:
Ey =1 x 107 psi y v = 0,3. Para resolver este problema con el programa VEMLab, se utiliza la funcién
linear_patch_test_linelast2d.m que se encuentra en la carpeta “test”. La malla poligonal y los resul-
tados del MEV para este problema se muestran en la Figura 2. Los valores de la norma L? relativa del
error y la seminorma H'! relativa del error que se obtienen para la malla que se muestra en la Figura 2(a)
son 2,5493 x 10716 y 1,3766 x 10~'°, respectivamente. Por lo tanto, tal como predice la teorfa, la solucién
del MEV coincide (dentro de la precisién de maquina) con la solucién exacta.

4.3. Convergencia numérica

A continuacién se estudia la convergencia numérica del MEV. Para ello se considera una viga en
voladizo de espesor unitario sometida a una carga parabdlica P en uno de sus extremos. La Figura 3
ilustra la geometria y las condiciones de borde. Se asume un estado de deformacién plana. Las condiciones
de borde esenciales en el extremo empotrado se aplican de acuerdo a la solucién analitica dada por
Timoshenko y Goodier [29]:

Uy = ——= ((6L—3a:)x+(2+v)y2—%(htv)),

Uy = _P (30y*(L — z) + (3L — z)z?)

donde Ey = Ey /(1 —v?) con médulo de Young Ey =1 x 107 psi, y ¥ = v/ (1 — v) con coeficiente de
Poisson v = 0,3; el largo de la viga es L = 8 in., el alto de la viga es D = 4 in., e I es el segundo momento
de 4rea de la seccién de la viga. La carga total en el contorno natural es P = —1000 Ibf.
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Figura 2: Solucién del MEV para el test de la parcela en desplazamientos usando el programa VEMLab. (a)
Malla de elementos poligonales, (b) desplazamiento horizontal, (¢) desplazamiento vertical, y (d) norma
del desplazamiento. La norma L? relativa del error es 2,5493 x 10716 y la seminorma H! relativa del error
es 1,3766 x 10715,
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Las correspondientes deformaciones exactas son:

_ PL—=)y
=TT T
I vP(L — x)y
Yo Byl

Py
oy = v ;

donde 1 = Ey /(2(1 + v)) es el médulo de corte. Los esfuerzos exactos son

__PL—=)y
Oy = 7 )
oy =0,
P(D*/4-y?)
Ogy = T

Cabe destacar que la carga parabdlica se aplica usando la férmula para .

2

N
%" D P
I

1 L
Figura 3: Modelo geométrico y condiciones de borde para el problema de la viga en voladizo.

Para resolver este problema con VEMLab, se utiliza la funciéon cantilever_beam_linelast2d.m que se
encuentra en la carpeta “test”. La malla poligonal y los resultados del MEV para los desplazamientos se
muestran en la Figura 4.

Se estudia la convergencia del MEV en el problema de la viga en voladizo y su desempeno se compara
con la solucién del MEF. Para el MEF se utiliza el elemento triangular de tres nodos (7'3). El desemperio
de los dos métodos se comparan en la Figura 5, donde tanto la seminorma H'! relativa del error como el
tiempo de CPU normalizado (o costo computacional) son graficados como funcién del nimero de grados
de libertad (DOF). El tiempo de CPU normalizado se define como la razén entre el tiempo de CPU de
un modelo particular analizado y el maximo tiempo de CPU para cualquiera de los modelos analizados.
De la Figura 5 se observa que ambos métodos entregan la tasa de convergencia 6ptima (pendiente de la
recta igual a 1) para la seminorma H' relativa del error a medida que la malla se refina (i.e., a medida
que aumentan los grados de libertad total de la malla). También se observa que para igual nimero de
grados de libertad, la exactitud y costo computacional son similares.
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(b)

(c) (d)

Figura 4: Solucién del MEV para el problema de la viga en voladizo usando el programa VEMLab. (a) Malla
poligonal, (b) desplazamiento horizontal, (c¢) desplazamiento vertical, y (d) norma del desplazamiento.
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Seminorma H' relativa

10°
100 L
(@]
=
N
=
g
g 10t
10t F o
y
O
: :
1 < 107
—6—MEV & —6— MEV
—A—T3 —A—T3
10 ‘ ‘ ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4
10° 10* 10° 10° 10 10 10
(DOF)'/? DOF

(a) (b)

Figura 5: Comparacién del desempefio entre el MEV y el MEF (tridngulo de tres nodos (T7'3)) para el
problema de la viga en voladizo. (a) Seminorma H' relativa del error como una funcién del nimero de
grados de libertad y (b) tiempo de CPU normalizado como una funcién del nimero de grados de libertad.
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