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DESARROLLO DE UN METODO DE INTEGRACION NODAL PARA PROBLEMAS
EN MECANICA DE SOLIDOS LINEAL Y NO LINEAL BASADO EN LA
DESCOMPOSICION DEL ELEMENTO VIRTUAL

Se propone un método de integracion nodal de la forma débil de Galerkin basada en desplaza-
miento utilizando el concepto de ponderaciéon nodal y la descomposicion del elemento virtual
para mecénica de solidos lineal y no lineal para problemas incompresible y casi incompresibles
bidimensionales. La caracteristica nodal se basa en la ponderacion de la deformacion de las
celdas de integracion asociado a cada nodo, mientras que la integracion se realiza mediante
la descomposicion del elemento virtual. En la formulacion con deformaciones infinitesimales,
la ponderacion es basada en el tensor de deformacién infinitesimal, mientras que para de-
formaciones finitas, se basa en el tensor gradiente de deformaciéon. Para el procedimiento de
ponderacion de deformaciones, se construye un operador de ponderaciéon nodal utilizando una
generalizacion del enfoque de deformacion uniforme basada en nodos para elementos finitos.
A este nuevo esquema se denomina elementos virtuales de deformaciéon uniforme basada en
nodos (NV EM, por sus siglas en inglés).

Una caracteristica de NV EM heredada de la ponderacion nodal, es que todas las variables
son variables nodales, al igual que los desplazamientos. Por ejemplo, variables como la defor-
macion plastica acumulada, que en elementos finitos se evaliian y almacenan en los puntos
de integracion, y que es necesario almacenarlas en los modelos de material dependientes del
historial, en NV EM son almacenadas directamente en los nodos. El esquema, al heredar las
virtudes del método del elemento virtual, las cuales son trabajar con mallas con celdas de
lados arbitrarios y una menor sensibilidad a la distorsiéon de la malla, junto con el concepto
de integracion nodal que evita la necesidad de remapear informaciéon de la malla antigua a
la malla nueva, lo haria idéneo para trabajar con simulaciones cuyo dominio esta sometido a
grandes distorsiones que requieran remallado.

A través de varios problemas de referencia bidimensionales en elasticidad lineal, elasto-
plasticidad infinitesimal, hiperelasticidad, y elastoplasticidad finita, se estudié el esquema
propuesto. El esquema, a través de los experimentos numéricos revisados, demostré ser con-
vergente y estable.
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DEVELOPMENT OF A NODAL INTEGRATION METHOD FOR LINEAR AND
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A nodal integration scheme for the weak form of the displacement-based Galerkin method
is proposed, using the concept of nodal average and the virtual element decomposition for
linear and nonlinear solid mechanics problems in two-dimensional incompressible and nearly
incompressible settings. The average procedure on the deformation of the cells surrounding
the node gives the method its nodal character, while integration is carried out through the
decomposition of the virtual element. For small strains, the weighting is based on the infini-
tesimal strain tensor, whereas for finite strains, it is based on the strain gradient tensor. For
the nodal strain average procedure, a nodal averaging operator is constructed using a gene-
ralization of the node-based uniform strain approach for finite elements. This new scheme is
referred to as the Node-Based Uniform Strain Virtual Element Method (NVEM).

A feature of NVEM, inherited from the nodal averaging procedure, is that all variables are
nodal variables, just like displacements. For example, variables such as accumulated plastic
strain, which in finite elements are evaluated and stored at integration points, and which
need to be stored in history-dependent material models, are directly stored at the nodes in
NVEM. The scheme also inherits some notable characteristics of the virtual element method
such as working with meshes with cells of arbitrary number of edges and reduced sensitivity
to mesh distortion. This along with with the nodal integration concept that avoids the need of
remapping information from the old mesh to the new mesh, makes it suitable for simulations
where the domain undergoes large distortions that require remeshing.

Through several two-dimensional benchmark problems in linear elasticity, infinitesimal
elastoplasticity, hyperelasticity, and finite elastoplasticity, the proposed scheme was studied.
The scheme, through the reviewed numerical experiments, proved to be convergent and stable.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes generales

Al discretizar las variables en el método de Galerkin se puede tomar un enfoque con malla
y sin malla. En el enfoque con malla las funciones de base son asociadas a los elementos de
la malla, y en el enfoque sin malla las funciones de base son construidas solo con los nodos
de la malla del dominio de analisis. El enfoque con malla, como el método de los elementos
finitos, tiene como desventaja la sensibilidad de los resultados ante la distorsion excesiva de
la malla cuando el dominio es sometido a deformaciones extremas, provocando pérdida de
precision en el analisis [1]. Debido a esto, es necesario rehacer la malla una o més veces en
el curso de un anélisis, aumentando los tiempos de computo. En cambio, en los métodos sin
malla, las funciones de base al ser construidas solo con los nodos son menos sensibles a la
pérdida de precision debido a la distorsion de la malla |2, 3, 4], necesitando menos remallado
en caso de ser requerido.

La forma débil en cualquiera de estos dos enfoques de discretizaciéon debe ser integrada
sobre el dominio. La técnica de integraciéon més simple se realiza mediante cuadratura sobre
los elementos de la malla, que para los método sin malla, solo es utilizada para la integracion.
En el caso de los métodos sin malla debido a la naturaleza de las funciones de base, las cuales
son no polinomiales y no coinciden con el dominio de integracion, son fuentes de error. Esto se
debe a que no son integrables exactamente, lo que puede conducir problemas de convergencia
[5]. Esto se puede solucionar aumentando los puntos de integracion, pero incrementando el
costo computacional [6]. Con este esquema de integracion, tanto en el enfoque con malla y
sin malla, durante la simulacién los desplazamientos se evalian y almacenan en los nodos,
pero variables como los esfuerzos, deformaciones, deformacion pléstica acumulada, etc se
evalian y almacenan en puntos de integracion dentro de los elementos. En el remallado, y
para simulaciones que dependen del historial, se requiere que se transfiera toda la informacion
de la malla vieja a la nueva antes de que pueda continuar el analisis |7, 8]. En el proceso
de transferencia de informacién se debe tener especial cuidado, ya que este es otra fuente de
error [9].

Otro enfoque para integrar la forma débil es la integracion nodal, produciendo un método
de particulas donde los esfuerzos, deformaciones y desplazamientos son almacenados directa-



mente en los nodos. Este enfoque de integracion nodal o de particula es deseable debido a su
eficiencia computacional por disminuir la cantidad de evaluaciones y guardar la informacion
directamente en los nodos. Esto tltimo evita el remapeo de informacion [10] desde los puntos
de integraciéon cuando se utilizan técnicas de remallado debido a la distorsion excesiva de la
malla. Por otro lado, estos métodos de integracion nodal conducen a inestabilidades numé-
ricas debido a la subintegraciéon que se manifiesta en modos espurios y grandes oscilaciones
en la solucion [11]. Debido a esto, se han realizado intentos para estabilizar los métodos de
integracion nodal [12, 13, 14, 15, 6].

Uno de los primeros esquemas de integracion nodal fue propuesto por Dohrmann et al.[15],
en donde la deformacion nodal es obtenida ponderando los deformaciones de los elementos
calculada mediante la formulacion de los elementos finitos asociado a dicho nodo. Posterior-
mente Silva-Valenzuela et al. [6] propusieron un esquema de integracion nodal sin malla, en
el cual utilizaron el marco teérico del método del elemento virtual [16] para estabilizar el
esquema, en donde la matriz de rigidez se descompone en una parte que provee consistencia
y en una parte que provee estabilidad, resultando un método de integraciéon nodal consistente
y estable. Este esquema fue desarrollado para mecénica de sélidos en cinemética de pequenas
deformaciones. Cabe destacar que una de las ventajas de VEM es su menor sensibilidad a la
distorsion de la malla [17] y la posibilidad de utilizar elementos de geometria arbitraria [16].
Esta caracteristica, junto con un enfoque de integracién nodal son idéneos para simulaciones
con gran distorsion en la geometria del dominio junto con técnicas de remallado que se puede
manejar con mayor flexibilidad si el analisis permite la presencia de elementos con geometrias
generales.

En este trabajo doctoral se propone un método de integracion nodal basado en la integra-
cion de la forma débil de Galerkin utilizando la descomposicion del elemento virtual [16] y el
enfoque de ponderacion nodal de Dohrmann et al [15] para Mecanica de Sélidos no lineal y
lineal para cinematica de pequenas y grandes deformaciones. Para el estudio del método se
implementara en problemas de referencia en mecanica de solidos lineal, no lineal, estéaticos,
dindmicos y de contacto.

Parte de este trabajo doctoral ya ha sido publicado en dos articulos. Los resultados de la
seccion 4.1 fue publicada en [18], al igual que la seccion 4.2 [19]. Otras publicaciones, basadas
en los resultados de la seccion 4.3 y 4.4, estan actualmente en preparacion.

1.2. Hipobtesis

e Un método de particula basado en la descomposicion del elemento virtual es un es-
quema convergente y estable para simulaciones no lineales con pequenas y grandes
deformaciones para materiales compresibles y casi-incompresibles.

e El esquema basado en la descomposicion del elemento virtual y ponderaciéon nodal
permite simular problemas estaticos y dindmicos con contacto utilizando elementos con
lados arbitrarios.



1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

e Desarrollar e implementar un esquema de integraciéon nodal convergente y estable para
problemas de mecanica de soélidos lineal y nolineal utilizando la descomposicion del
elemento virtual.

1.3.2. Objetivos especificos

e Desarrollar un esquema numeérico de integracion nodal en pequenas deformaciones uti-
lizando un enfoque de ponderacion nodal de la deformacion para la descomposicion del
elemento virtual.

e Extender el enfoque de ponderacion nodal para la descomposicion del elemento virtual
a la cinematica de grandes deformaciones.

e Implementar modelos constitutivos hiperelasticos y elastoplésticos, en pequenas y gran-
des deformaciones, utilizando ponderacion nodal y la descomposicion del elemento vir-
tual.

e Implementar el esquema de integracion nodal para problemas estaticos, dinamicos, de
contacto, y con simetria en el eje.

e Estudiar la convergencia y estabilidad del esquema desarrollado mediante ejemplos
numéricos de referencia estandar.

1.4. Contribuciones originales

La principal contribucion de este trabajo de tesis es la formulacién de un esquema de bajo
orden basado en desplazamientos para la simulacién de problemas en mecéanica de soélidos
lineal y no lineal, para materiales compresibles y casi incompresibles, utilizando mallas con
elementos de lados arbitrarios, donde las variables de estado son almacenadas directamente
en los nodos.

El esquema propuesto, al ser nodal, almacena las variables de forma directa en los nodos,
a diferencia de los métodos con integracion numérica estandar. Esto permite un ahorro en el
costo computacional, especificamente en modelos de material que dependen del historial que
requieren almacenar informaciéon del paso de tiempo anterior, como la deformacion plastica
acumulada. También se evita la necesidad de remapetar la informacién desde una malla
distorsionada a una malla nueva, en el caso que sea necesario los remallados. Por otro lado,
es capaz de evitar el bloqueo volumétrico cuando se modelan materiales casi incompresibles
basando su formulacion solo en desplazamiento, esto al utilizar estabilizaciones adecuadas
para este propoésito. Otra contribucion original es la formulacion de la descomposicion del
elemento virtual para la aproximacion de simetria en el eje para deformaciones finitas.



1.5. Estructuracion de la tesis

El resto de la tesis estd organizada de la siguiente manera. En el capitulo 2, se presentan
los métodos de integraciéon nodal basados en la forma débil de Galerkin. La segunda parte
del capitulo 2 esta dedicado a una revisiéon general del método del elemento virtual.

En el capitulo 4 se enfoca en la formulaciéon del esquema. Se comienza plateando las
ecuaciones de gobierno para deformaciones finitas, su forma débil y los modelos constitutivos
hipereasticos y elastopléasticos. Luego, se plantea las ecuaciones de gobierno infinitesimales
como un caso especial del caso finito, con sus respectivos modelos constitutivos. El capitulo
sigue con la formulacion del método del elemento virtual para definir el operador de proyeccion
que es utilizado en la forma débil planteada en la subseccion siguiente del mismo capitulo.
Posteriormente, se define el operador de ponderacion nodal. En la ultima seccion del capitulo
3 se construyen las matrices del esquema para su implementaciéon, tanto para los casos lineales
y no lineales, las matrices para aproximacion de simetria en el eje, y la matriz de masa para
problemas dinamicos.

El capitulo 5 presenta los ejemplos numéricos bidimensionales implementados para pro-
blemas eléasticos lineales, elastoplasticos infinitesimales, hiperelasticos, y elastoplasticos con
deformaciones finitas. En elasticidad lineal se implementa una viga en voladizo, una placa
con orificio y el problema de un cilindro de pared gruesa. En elastoplasticidad infinitesimal se
implementa la membrana de Cook, una placa perforada, el problema de un cilindro de paared
gruesa, y la prueba del punzon de Prandtl. En hiperelasticidad se implementa la membrana
de Cook, compresion plana bajo desplazamiento, compresion plana bajo presion, indentacion
sin friccion de un bloque, una columna bajo oscilaciéon libre, y un problema de impacto de
una esfera elastica. Y para elastoplasticidad finita se implementa la membrana de Cook, in-
dentacion sin friccion de un bloque, compresion plana bajo desplazamiento, y un problema
de contacto entre dos bloques. Finalmente, en el capitulo 6 se presentan las conclusiones y
los principales hallazgos de este trabajo de tesis.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Meétodos de integracion nodal

Como se mencion6 anteriormente, es preferible el método de integracion nodal donde la
informacion es evaluada y almacenada directamente en los nodos. Estos esquemas simplifican
la estructura de datos y ahorran memoria cuando se tratan problemas no lineales, especial-
mente los que dependen del historial, en donde la componente de esfuerzo del paso de céalculo
anterior debe mantenerse en la memoria. Mas precisamente, porque el niimero total de no-
dos es generalmente mucho menor que el nimero total de puntos de integracion, entonces
el método de integracion nodal ahorra tiempo de célculo y requiere menos memoria para
evaluar las ecuaciones. Debido a los problemas involucrados en integrar de forma directa en
los nodos [11], se han realizado intentos para desarrollar esquemas de integracion nodal o
métodos de particulas estables. Entre los métodos de integracion nodal basados en la forma
débil de Galerkin las principales diferencias entre los esquemas se basa en coémo estabilizan
el método (no siempre) debido a la deficiencia de rango, en cémo calculan el tensor gradiente
de deformaciéon y si son basados en malla o sin malla. La version de la forma bilineal de
Galerkin para la integracion nodal es la siguiente:

N
a(u”,v") = Z {aa(vh) : D : g,(u")V,| + estabilizador, (2.1)
a=1
donde V, es el area nodal representativa, y el término estabilizador sumado a la forma débil
no siempre esta presente. Las diferentes opciones para calcular la deformacion €, en el nodo,
para cineméatica de pequenas deformaciones, son

gq(u) = %(Vuh(a:a) + V' (z,)), (2.2)

gq(ul) = T / (u" ®n +nou)ds, (2.3)
a J O,

eu(u) = vi S Vied(uh), (2.4)



donde x, es la coordenada del nodo, &. es la deformacién de cada elemento ¢ asociado al
nodo a, y n es el vector unitario normal al borde de la celda de integracion.

Beissel et al. [11| propusieron por primera vez un procedimiento para estabilizar la in-
tegracion nodal en el método de Galerkin sin malla (EFG-MLS). Desarrollaron un método
de deformacion nodal en donde utilizaron un término estabilizador basado en el cuadrado
del residual de la ecuaciéon de equilibrio con un coeficiente estabilizador como penalizador.
Encontraron que se pierde precision en algunos casos debido al término estabilizador.

Bonet et al. [20] presentaron un esquema en donde la presion nodal ponderada es calculada
mediante la definicion de voltmenes nodales utilizando elementos tetraedros, evitando el
bloqueo volumétrico. Posteriormente Dohrmann et al. [15] extendieron el trabajo realizado
por Bonet at al. [20], pero ponderaron la deformacion con (2.4), generando de esta forma
un esquema de integraciéon nodal basado en la ponderacién de cada elemento tridngulo o
tetraedro ¢ asociado a un nodo (NIFEM). De igual forma, obtuvieron un esquema en donde
se evita los problemas del bloqueo volumétrico para materiales casi incompresibles, pero con
la presencia de inestabilidades de modos espurios de baja energia [15]. Posteriormente, Puso
et al. [21] demostro analiticamente que la estabilidad no esta asegurada a medida que se
refina la malla. Luego, tomando esta idea de ponderacién nodal, Bonet et al. [22] extendi6 la
formulacion para el régimen de cinematica no lineal con grandes deformaciones.

Para el método de particulas de reproduccion kernel (RKPM), Chen et al. [12]| desarro-
llaron un esquema de integracién nodal conforme estabilizado (SNCI), donde propusieron
estabilizar suavizando la deformacion utilizando (2.3) sobre los bordes de la celda de Voronoi
(Figura 2.1) y para la convergencia introdujeron una restriccion de integracion, pasando el
test de la parcela lineal. Posteriormente Chen et al. [23] extendié SNCI para problemas no
lineales. Respecto a la estabilidad, se demostr6 analiticamente [24, 21| que la estabilidad de
SNCI no esta asegurada a medida que se refina la malla.

Pusso et al. [25], modifico el esquema propuesto por Dohrmann et al. [15] adicionando un
término estabilizador a la forma débil basado en la deformacién nodal ponderada y la defor-
maciéon de los elementos asociados a un nodo junto con un parametro estabilizador artificial.
Se demostro analitica y numéricamente que el esquema es consistente y estable para proble-
mas compresibles. Adicionalmente, se probd para problemas plasticos o casi incompresibles
funcionando bien en algunos casos [25].

Liu at al. [13] desarrollaron un esquema de integracion nodal para el método de interpo-
lacién de puntos radiales sin malla (NI-RPIM), para problemas de mecanica de sélidos. El
esquema de integracién nodal se basa en la expansion de series de Taylor de la matriz de
rigidez, para entregar estabilidad. Esta técnica es similar a lo propuesto por Nagashima et
al. [26] para su esquema de integracion nodal, en donde la expansion la aplico a la matriz
de deformacion en el método EFG con MLSM. Posteriormente, Duan et al. [27] encontraron
que el esquema tiene un efecto estabilizador pobre, con oscilaciones espurias presentes.

Pusso et al. [21]| analizé algunos métodos de integracion nodal cléasicos [20, 15, 12|, y
propuso una modificacion al esquema de integracion SCNI agregando un término de estabi-
lizacion a la forma débil junto con parametro artificial (MSCNI). Este término estabilizador
esta basado en la integracion de subceldas y es similar a la estabilizacién propuesta por Pusso



et al. [25].

Liu et al. [28] generalizo el trabajo de Dohrmann et al. [15] a poligonos con lados arbi-
trarios, generando un método de elementos finitos suavizados basado en nodos (NS-FEM),
en donde la deformacion se calcula utilizando (2.4) y (2.3) a la vez. Este esquema presento
inestabilidades de modos espurios de energia distinta de cero [29, 30, 31|. Debido a esto, se ha
intentado estabilizar [29, 30| adicionando un término a la forma débil, similar a lo realizado
por Beissel et al. [11] incluyendo también un coeficiente estabilizador artificial. Posterior-
mente Chen et al. [31] estabilizo el esquema expandiendo la deformacién mediante series de
Taylor.

Duan et al. [14] propusieron un esquema de integracion nodal de segundo orden (QCNI)
para el método de Galerkin sin malla (EFG-MLS) que puede pasar el test de la parcela cua-
dratico para problemas elastoestaticos y elastodinamicos. En este esquema (QCNI) calculan
derivadas nodales corregidas que reemplazan a las originales. Esto es similar a los propues-

tos por Duan et al. [32], pero el desarrollo de QCNI se basa en el principio variacional de
Hu-Washizu.

Hillman et al. [33] propusieron un esquema de integracion nodal estabilizado para el mé-
todo de reproduccion de particulas de Kernel (RKPM) agregando un término estabilizador a
la forma débil basado en la extrapolacion de la aproximacion en los nodos utilizando gradien-
tes explicitos, sin uso de parametros artificiales para la estabilizacion. Lograron un esquema
convergente y estable para problemas lineales y no lineales.

Meng et al. [10] utilizaron un esquema de integracion nodal para el método de los elementos
finitos de particulas (N-PFEM), aplicandolo a la recesién de acantilados. Este esquema de
integracion nodal es basado en la ponderacion de la deformacion de los elementos asociados
a un nodo, similar a lo realizado por Dohrmann et al. [15] .

Silva-Valenzuela et al. [6] desarrollaron un esquema de integracion nodal para el método
de Galerkin sin malla utilizando las funciones de base de la méxima entropia. Se basaron en la
descomposicion del elemento virtual [16], en donde la matriz de rigidez se descompone en una
matriz que entrega la consistencia y otra matriz que entrega la estabilidad, para problemas
de mecanica de solidos en cinemaética de pequenas deformaciones.

De los métodos de particula basados en la forma débil de Galerkin revisados anteriormente,
los esquemas sin malla poseen la desventaja que necesitan realizar la busqueda de los nodos
vecinos, aumentando el costo computacional. Mientras que los esquemas con mallas, o no
pueden manejar elementos de forma arbitraria [15, 28] o su estabilizacion no esta incluida de
forma natural y explicita en la matriz de rigidez [29, 30, 31]. El esquema propuesto, basado
en la ponderacion de Dohrmann et al. [15] y la descomposicion del elemento virtual [16],
producirfa un método de integraciéon nodal con malla con la flexibilidad de trabajar con
mallas arbitrarias y poseer la estabilidad de forma explicita en la matriz de rigidez con un
marco teodrico solido.



Figura 2.1: Celda de integracion 2, mostrada en gris utilizando (a) celda de Voronoi, y (b)
triangulo de tres nodos. Las celdas ademas son subdivididas en subceldas €2, . con volumen
V..

2.2. Descomposiciéon del elemento virtual

El método de elementos virtuales (VEM) es una generalizacion del método de elementos
finitos (FEM) a elementos politopales arbitrarios y tiene como objetivo calcular la forma débil
exactamente, evitando errores de integracion. Este método sigue un procedimiento similar a
FEM, comenzado desde una forma débil y construye una forma débil local en el elemento
politopal, lo que conduce a la matriz de rigidez del elemento y al vector de fuerza del elemento.
Para esto, se define [P(E)]? como un espacio de desplazamiento lineales sobre un elemento
E y [H(E)]? como el espacio de los término adicionales no polinomiales sobre el elemento F.
Por lo tanto, se define la aproximacion de funcién de prueba y de peso, respectivamente, tal
que u", v" € W(E)]? = [P(F)]? + [H(E)]?. Siguiendo el procedimiento estandar de VEM,
se define el siguiente operador de proyecciéon sobre el espacio de desplazamiento lineal:

II: W(E)? = [P(E)?, Tlp=p VYpe[PE)P, (2.5)

que permite la division de la aproximaciéon en su parte polinomial lineal y sus términos no
polinomiales, respectivamente, de la siguiente manera

u = Tu" + (u" — "), (2.6)

v =Tlv" + (v" — TIv"). (2.7)

Utilizando las descomposiciones anteriores, en la forma débil, la matriz de rigidez de un
elemento se descompone en una matriz de consistencia (K%) y una matriz de estabilidad
(Kp):

Kp=K}%+ Ky, (2.8)

El método fue disenado para manejar discretizaciones politopales de forma arbitraria, que
son particularmente convenientes para mallar geometrias complejas y resulta atractivo para
simulaciones con grandes deformaciones, debido a que se ha demostrado que VEM es menos
sensible a la distorsion de la malla [34, 35, 17].



El método del elemento virtual se ha aplicado a problemas de elasticidad lineal |36, 37,
38, 39|, contacto |40, 41], termoplasticos [42], termoelasticos [43], deformaciones finitas elas-
toplasticas [44, 17|, materiales anisotropicos [45, 46|, dafio isotropico con pequenas deforma-
ciones [47], solidos viscoelasticos [48] y elastopléasticos [48, 49| para pequenas deformaciones,
y para materiales hiperelasticos [50, 51, 52|. Adicionalmente, VEM se ha aplicado a procesos
industriales como el conformado de metales [53].



Capitulo 3

Método de Integraciéon nodal

Para cumplir con los objetivos de esta tesis se utilizara el marco tedrico del método del
elemento virtual [16] y la ponderacion nodal de la deformacion, que fue originalmente in-
troducida por Dorhmann et al. [15] para elementos finitos. Con lo anterior, se desarrollara
e implementara el método de integraciéon nodal en donde los desplazamientos, esfuerzos,
deformaciones y otras variables de estado son almacenadas directamente en los nodos. La
formulacion, al igual que el método de los elementos finitos, parte de la version integral de
las ecuaciones de gobierno. Posteriormente se descompone la forma integral o débil mediante
la descomposicion del elemento virtual. Sobre la descomposicion se discretiza los desplaza-
mientos, para luego construir las matrices mediante la definicion de un operador de ponde-
racci6on nodal. Finalmente se construyen la version de las matrices VEM y NV EM para la
aproximacion de simetria en el eje.

3.1. Ecuaciones de gobierno

3.1.1. Forma fuerte

Se considera un cuerpo deformable que ocupa el dominio abierto @ C R? en la con-
figuracion de referencia que esta limitado por la superficie unidimensional I" cuya normal
apuntando hacia el exterior es IN. Se considera que el contorno admite las descomposicio-
nes ' =T,UTl, y 0 =T,NnT,, donde I, es el contorno esencial (o de Dirichlet) y T'; es
el contorno natural (o de Neumann). El cierre del contorno del dominio es Q@ = QUT. La
posicion « de un punto material que inicialmente se encontraba en X esta dada por el mo-
vimiento = x(X) = X 4+ u(X), donde u es el campo de desplazamiento definido como
u(X) : Q — R? cuando el cuerpo se somete a las tracciones externas #(X) : I'; — R? y las
fuerzas de cuerpo b.(X) : @ — R? Las condiciones de contorno esenciales (o de Dirichlet)
impuestas son %(X) : I, — R?. El problema de valor de frontera se lee como sigue: encontrar
u(X) : Q — R? tal que

DivP" +b.=0 VX ¢cQ, (3.1)
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u=a VXeT, (3.2)

PN=t VXecT, (3.3)

donde P es el primer tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff dado por P = F'S,

ox

F = Gradx(X) = 6_X’

(3.4)

es el tensor gradiente de deformacion y S es el segundo tensor de esfuerzo de Piola-Kirchhoff.
El tensor de esfuerzo S se calcula mediante

donde W = W(C) = W(F') es una funciéon de energia de deformacion almacenada (valida
solo para el caso elastico) y C = F'F es el tensor de deformacion derecho de Cauchy-Green.

3.1.2. Forma débil

En el método del elemento virtual, al igual que el método de los elementos finitos, su
formulacién parte desde una forma integral o débil de las ecuaciones de gobierno. Para este
proposito se utiliza el método de los residuos ponderados. Sea v una funcién de peso arbi-
traria, tal que v = {v|v = 0 en I', }. Para conseguir la forma débil se multiplica la ecuacion
de equilibro por la funcién de peso y se integra sobre el domonio, luego el primer término se
integra por partes, se aplica el teorema de la divergencia y se introduce las condiciones de
traccion externa. Finalmente, la forma débil se plantea como: encontrar u(X) € V tal que

a(u,v) = lp(v) + l(v) Vo(X)eWw, (3.6)

con

a(u,v) = /QS (u) : E(u,v)dQ, (3.7)

Eb(v):/gb-vdﬂ, et(v):/F t-vdl, (3.8)

donde E(u,v) = Sym(V,v'F). Para encontrar (3.7) se utilizo P = FS, donde S es el
segundo tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff. Los espacios de desplazamientos continuos
de prueba V y de pesos W se definen, respectivamente, como:

11



Vi={u(X):ue[HQ)NC(Q)? u=usobre,},
W= {v(X):v e [H'(Q)NnC'(Q)]? v =0 sobre I, },

donde [H'(£2)]? es el espacio de funciones de Sobolev con derivadas de primer orden cuadrado-
integrables.

3.1.3. Modelos constitutivos
Hiperelasticidad

Los materiales hiperelasticos, durante el proceso de deformacion, se modelan consideran-
do que no presentan disipaciéon de energia, lo que lo hacen independiente del historial de
deformacion, es decir, solo dependen de los valores actuales de la deformacion. Se definen
mediante una funcién de densidad energia almacenada W, que se utiliza para el célculo de
los esfuerzos. Existen varios modelos en la literatura, uno de los cominmente utilizados en
problemas de referencia es el modelo neo-Hookean compresible

W(C) = %u (tr(C) — 3 —2In(J)) + %A (In(J))?, (3.9)

donde p y A son los parametros de Lamé y det F' = J. La versiéon incompresible del modelo
neo-Hookean esta dada por

W(C) = %u (t(C) — 3). (3.10)

Para dar cumplimiento a la restriccién de incompresibilidad en el contexto del método de
los elementos finitos o del método del elemento virtual, se utiliza la version casi-incompresible

W(C) = %u (72 te(C) - 3) + %H (J—1)?, (3.11)

donde k es un parametro penalizador que fuerza aproximadamente la condiciéon de incom-
presibilidad, que también puede representar el médulo de compresibilidad. Aqui la energfa
de deformacion se define descomponiendola en una parte de distorsion W (C') y en una parte
volumétrica U(.J), es decir W (C) = W (C) + U(J). Otro modelo utilizado es la extensién del

modelo elastico lineal estandar, llamado modelo de Hencky

Wie) = %e :D e, (3.12)

el cual esta basadao en el tensor de deformacion logaritmico Euleriano

e —In(V) = %m(B), (3.13)
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donde B = FF" es el tensor de deformacion izquierdo de Cauchy-Green, V = (B)Y2, y

Dijry = Mijor + p (05051 + 6adj) - (3.14)

El modelo de Hencky también es ttil representarlo en funcién de los valores propios de F':

W (A1, A2, A3) = p[ln(A)? + In(Aa)? + In(A3)?] + % (In(J)) . (3.15)

Elastoplasticidad finita

A diferencia de los materiales hiperelasticos, los materiales elastoplasticos al ser cargados
a cierto nivel de esfuerzo presentan una disipacion de energia significativa, lo que los hace
dependientes del historial de deformacion y presentar deformaciones permanentes después
de la descarga. Un enfoque comun para modelar este tipo de material con cinematica para
deformaciones finitas es la descomposicion multiplicativa del gradiente de deformacion en
componentes elastica y plastica

F = F°F?, (3.16)

donde F* es el gradiente de deformacion elastica, y F? es el gradiente de deformacion pléstica.
Esta descomposicion esta basada en la suposicion de la existencia de una configuracion inter-
media sin esfuerzo definida por el gradiente de deformacion plastica. El tensor de esfuerzos
de Kirchoff, utilizado en la teoria de plasticidad, esta dada por

(3.17)

donde B¢ es la parte elastica del tensor izquierdo de Cauchy-Green, el cual se puede calcular
con B = FC" 'F T siendo C? la parte plastica del tensor derecho de Cauchy-Green. El
tensor de esfuerzo de Kirchoff se puede calular en funciéon del tensor de esfuerzo Cauchy
mediante la relacion T = J7. La funcién W€ es la funcion de energia de deformacion de
la parte elastica de la deformaciéon. En los modelos elastopasticos se define una funcién de
fluencia, una regla de flujo y una ley de endurecimiento. Se considera la funcién de fluencia
de von Mises

3
F(r,a) = \/ET(dS”) cr(dev) — 7, (o) <0, (3.18)

donde 7(4) es la parte desviadora del tensor de esfuerzo de Kirchhoff y 7,() es un modelo
de endurecimiento en términos de la variable plastica a. La regla de flujo asociado esta dada
por
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OF

€ _ _95 " Re 1
LB =2 B (3.19)
(P — _Q,VFlg_fF(C(p))—l (3.20)

donde L,B° se refiere a la derivada de Lie del B®. Ademas, la ecuacién de evolucion de la
variable de endurecimiento esta dada por & = f'yg—g. Las condiciones de Kuhn-Tucker para el
modelo elastoplastico son

¥>0; F<0; AF=0, (3.21)
y la condicién de consistencia

4F = 0. (3.22)

3.1.4. Ecuaciones que gobiernan el caso infinitesimal
Se puede considerar el caso infinitesimal como un caso especial de la teoria con deforma-
ciones finitas. Para esto se supone que los desplazamientos y deformaciones son pequenos, es
decir, el s6lido deformable no cambia de forma apreciable desde la configuracion de referencia
a la configuracion actual, lo que implica que X = x. Considerando lo anterior, y similarmente

al caso finito, la forma débil para el caso infinitesimal se plantea como: encontrar u(x) € V
tal que

a(u,v) = (v) + £ (v) Vo(x) e W, (3.23)

con

a(u,v) = /QT(u) : e(v) dQ, (3.24)

Eb(v):/ﬂb-de, Et(v):/r t-vdl, (3.25)

donde € es el tensor de deformacién infinitesimal dado por

e(u) = % (Vu+V'u). (3.26)
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Elasticidad lineal

La ecuacién constitutiva para elasticidad lineal con pequenas deformaciones en un mate-
riaal isotrépico esta dada por

T=D:e=2ue+ Mr(e)l, (3.27)

donde D es el tensor de cuarto orden (3.14), u y A son los parametros de Lamé, y I es la
identidad.

Elastoplasticidad infinitesimal

Para pequenas deformaciones se utiliza la descomposicion aditiva del tensor de deforma-
cion infinitesimal en su parte elastica y parte plastica

e =e°+ e (3.28)

donde €€ es el tensor infinitesimal de deformaciéon elastico y P es el tensor de deformacion
infinitesimal plastico. De esta forma, la ecuacion constitutiva para el calculo del esfuerzo esta
dada por

T=D°:e*=D°: (e —€"), (3.29)

donde D es el tensor de cuarto orden (3.14), y T es el tensor de esfuerzos de Cauchy. Al
igual que para el caso con grandes deformaciones, se define de una funcién de fluencia, una
regla de flujo y una ley de endurecimiento. Se considera la funciéon de fluencia de von Mises
con endurecimiento isotropico

3
F(T,a) = \/ §T(de”) T 5, () <0, (3.30)

donde T ¢s la parte desviadora del tensor de esfuerzo de Cauchy, y o,() es la ley de
endurecimiento en términos de la variable plastica «. La regla de flujo asociado esta dada
por

. OF

Ademés, la ecuacion de evoluciéon de la variable de endurecimiento esta dada por & = ﬁg—lg
. Las condiciones de Kuhn-Tucker para el modelo elastoplastico son

¥>0; F<0; 4F=0, (3.32)
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y la condicién de consistencia
AF = 0. (3.33)

3.2. Meétodo del elemento virtual

Las integrales de la forma débil se evalian sobre el dominio Q utilizando una particion
de poligonos no superpuestos. Se denotard mediante £ un poligono o celda de integracion
de éarea |E| con n nodos ubicados en X; (i = 1,...,n), Nyoy = 2n al nimero de grados de
libertad, 7" al conjunto de las celdas de la particién, e al lado de una celda de largo |e|, y h
el maximo diametro de cualquiera de los elementos dentro de la particion. Al conjunto de los
lados de los elementos de la particion se le denotara mediante ¢, y al conjunto de los lados
que coincidan con Ty se le denotara mediante ¢*. Con el propésito de integrar la forma débil
de forma discreta sobre cada celda, y al igual que en el procedimiento estandar del método
de los elementos finitos, se define los espacios discretos apropiados V" C V y W" ¢ W para
las funciones discretas de prueba u” y peso v" respectivamente. Estos espacios se construyen
mediante el ensamble de los espacios discretos locales V(E) y W"(FE) que consisten en los
desplazamientos restringidos sobre cada celda E € T",

V= {uh € [HY(Q)NCO(Q))? : u"|p € V(E) VE € T"},
Wh = {vh € [H'(Q) N C'(Q))? : v"|p e WHNE) VE € T"}.

Luego, la forma bilineal discreta en un elemento £ € T" para u" € V'(E) y v" € W'(E),
esta dada por

ap(u",v") = b, (V") + 4, (v"), (3.34)

que al ensamblar la contribucién de cada elemento, se recupera la contribucién total

a(u,v") = Z ag(u",v"), (3.35)

EeTh

G =Y 40" L") =D 0, (") (3.36)

EeTh e€sl

Un paso importante en la descomposicion del elemento virtual, es la definicion de un
operador local de proyeccion, tanto para los desplazamientos de prueba y de peso

IT: VY(E) = Pu(E), (3.37)
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IT: WHE) = Pu(E), (3.38)

donde V"(E) y W"(FE) son los espacios discretos locales de los desplazamientos admisibles
sobre E que puede contener términos no polinomiales, y Py(E) representa un espacio local
de desplazamientos lineales sobre la celda F. La proyecciéon I debe satisfacer la condiciéon de
ortogonalidad [16, 54|

ap (v" —Iv", p) =0 Vp € Pu(E), (3.39)

o de forma alternativa la condicion |37, 55]
(v" —TIv" | p) = /V (v —TIv") : VpdQ =0 Vp e P(E), (3.40)
E

que establecen que los términos no polinomiales v" — ITv", energéticamente, son ortogonales
a p € Pr(F). Para la construccion del operador II se utilizara la condicién de ortogonalidad
(3.40), el cual también puede ser expresado como

(p, Iv") = (p, v") Vp e P(E). (3.41)

Para la construccion de los espacios discretos locales V*(E) y W"(FE), se consideran las
bases canonicas ¢, @, - - - , s, definidas de la siguiente forma para dos grados de libertad
por nodo:

[P201] =00 0" [@2a] =10 9a]" a=1,....n. (3.42)

Luego, los desplazamientos de prueba y de peso pueden ser escritos en funcion de las bases
como una combinacion lineal de la siguiente forma [54]:

2n

V"(X) =) a(X)ba = D vip;, (3.43)

=1

donde [b,] = [vaa_1 2" son los desplazamientos nodales en el sistema bidimensional
de coordenadas Cartersianas del nodo a, de alguna celda F. Una de las caracteristicas del
VEM, es que estas funciones de base no se evaliian explicitamente, es decir, no se requiere
el conocimiento del valor de las funciones de base al interior de las celdas de integracion,
solo se requiere su valor en los bordes de cada elemento. En estas funciones, al definirlas de
manera que se cumpla la propiedad de ¢ de Kronecker, el valor en el borde de cada elemento
es conocida.
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El espacio de desplazamientos lineales F, se debe definir con bases que pueda represen-
tar los movimientos de cuerpo rigido y modos de deformacion constantes de una celda. La
dimension de Py (FE) esta dada por n, = (k + 1)(k + 2) [16], donde k define el orden de
la aproximacion dentro de la celda de integracion. Utilizando k& = 1, para desplazamientos
lineales dentro de la celda, se obtiene ny = 6 bases, que se denotaran mediante m,--- , m,,
Se utilizan las bases [16, 38|

P

[M] = [[mi] [my] [ms] [m4] [ms] [mg] |

1o X%-X X-X 0 Xo-X (3.44)
01 (X X)) 0 XX X - X

para generar la proyeccion de los desplazamiento sobre Py (E) mediante la combinacion lineal

ng
[v" = Z sgmg, (3.45)
8=1

donde sz son los coeficientes a encontrar para construir los desplazamiento proyectados sobre
Pr(E). Estos coeficientes depende implicitamente de los coeficientes de los desplazamientos
nodales segtn (3.43), mediante la relacion [56]

2n
3 :Zbisf B=1,...,n, (3.46)
i=1

que junto con (3.43) y (3.45) se puede llegar a
ng
p, = > s'mg. (3.47)
B=1

Luego, utilizando (3.43) y (3.45), la condicion de ortogonalidad (3.41) puede ser también
expresada como

(p, Hg;) = (p, p;) Vpe P(E), (3.48)

que junto con (3.47) y considerando que mg son bases para p, se puede llegar a lo siguiente:

ng
<ma723?mﬁ>:<ma7§0i> a=1,...,n;
p=1
s (3.49)
Zsiﬁ<mavm6>:<ma7§0i> a=1,...,ng
5=1
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Expandiendo la relacién anterior y reordenando términos, se obtiene la siguiente relacion
matricial:

(my, my) (my,mg) -+ (Mg, Myy) Sz; (my, @;)
(ma, m1) (Mo, ma) - (Mg ».mnk> Sz _ <m2:» ®;) ' (3.50)
(M, ma) (M, ma) - (Mg, mg) | | s (M, ;)
Definiendo
(mi, my)  (my,my) - (Mg, M)
G = | e el e o 3.51)
(Mg, M) (Mg, M) - (Mg, M)
[si] = 8 ; (3.52)
y
(my, @)
)= | ™ : Gl (3.53)
<mnk ) §0i>
la expresion (3.50) se puede escribir como
[Gllsi] =[] — [s]=[G]""[b] (3.54)

La expresion anterior solo esta definida para un grado de libertad. Para obtener una
expresion equivalente que contengan todos los grados de libertad asociados a una celda de
integracion, primero se define

<m1 ) 901> <m1 ) 902> e <m1 ) QoNdof)
[B] _ Hbl] [bg] [bNdofH _ <m2, ‘P1> <m27 ‘Pz) <m2, jPNd(,f> ’ <3'55>
<mnk ) 901> <mnk ) 902> e <mnk ) ¢Ndof>
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que junto con (3.54) y definiendo la version matricial del operador de proyeccion como [IT],; =
s, se tiene

1] = [G]'[B] (3.56)
donde
si s S Naos
82 82 P 82 )
m=|" 7 T (3.57)
SiE sy siE

Ahora para obtener la version numérica del operador de proyecciéon, primero utilizamos
las bases (3.44) en (3.50), lo que nos queda

00 0 0 0 0 st ] (M, p;)]
00 0 0 0 0|2 |(me e
002E 0 0 0 ||| |tms,e)
00 0 [E 0 o |[st| ™ [ima o)| (3.58)
00 0 0 |E 0 s (ms, @)
00 0 0 0 2B [s5] |(me, )]

donde [G] presenta un problema de rango, ya que el operador II es definido hasta las cons-
tantes. Se utiliza un operador de proyeccién sobre las constante I1, : V(E) — P,(E) para
resolver este problema, que debe cumplir la condiciéon [56]

I, (IIv" — v") =0, (3.59)

que establece que la parte no polinomial no posee constantes. Se elige el siguiente operador
que satisface dicha condicion [56]:

1 n
o" = - D o"(X), (3.60)
=1

Con este operador, junto con (3.47), la proyeccion 11,4, requerida en (3.48) se puede expresa
como

ng

> sime, = T, (3.61)
B=1

Ahora, para utilizar este operador y solucionar el problema de rango, se expande para
ng = 67
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1 2 3 4 5 6
s;l,my + s 1,mg 4 57 1,ms + s, 1,my + s71,ms + s 1,me = 11,0,

que junto con las bases (3.44) y ordenando de forma matricial se obtiene

e
52
10000 0] s _,
01000 0] st~ ¥
s7
i ]
para finalmente utilizarla en (3.58), como sigue:
(10 0 0 0 07/[sf] [ @Mp ]
01 0 0 0 0] [s (I,p;)s
00 2FE 0 0 0 s$| | (ms, @)
00 0 [El 0 0 |/[sH  [(m, )|
0o 0 0 [El O s (ms ., ¢;)
00 0 0 0 2E][s¢]  |[(ms, )]

(3.62)

(3.63)

(3.64)

donde ( );,7 = 1,2 expresan las componentes Cartesianas. Luego, para el calculo de las

componentes de [B]:

Blui = (ma. ) = [ V. : Vo, do
E
:/V-(lecpi)dQ—/(V-Vma)-cpidQ
E E

~ [(Vme) - Nar

OE

(3.65)

donde se utilizo el teorema de la divergencia. Se define [B,] que almacena las componentes
de la matriz [B] que corresponden al nodo a y sus grados de libertad 2a — 1 y 2a de alguna

celda de integracion:
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(M, @9, 1) (M1, Pa,) (P2a_1)1 (P21
(my, @9, 1) (M2, Pg,) (P2a-1)2 (P2q)2
[B,] = (M3, 30_1) (M3, P30) _ (M3, @s0-1) (M3, P3q)
(my, Yo,_1) (M4, Po,) (my, @y,1) (M4, Py,)
(ms, @o,_1) (M5, Vo) (M5, Po,_1) (M5, Pa,)
_<m6, Poa1) (M6, Pay) (Mg, Po,_1) (M6, Pa,)
900“ ; (3.66)
f(paNQdF —f(paNldF
OE oF
— f Yo N1 dIl' 0
OFE
0 f Yaq Nodl'
OFE
f(paNZdF fQOaNldP
HE OFE _
donde
I B
Pa = E Z (pa(Xi% (367)

=1

Finalmente la matriz de proyecciéon para una celda de integracion

0] = (L) - (L] - [IL]] (3.68)

con

I1.] = [G]7'[B.] (3.69)

Para el caso de deformaciones infinitesimales, es conveniente aislar desde la matriz [II] las
componentes que representan los estados de deformacion constante, y las componentes que
representan los modos de cuerpo rigido [38|. Para este proposito, primero se divide la matriz
[G] en las componentes cuyas bases estan relacionadas con los modos de cuerpo rigido,
a=1,2,3,

10 0 L (1Bl 00 1
[Grl=10 1 0 — [GR]*:F 0 |E] 0 :F[IR] (3.70)
0 0 2/E| Ello o 1] IF

y en las componentes cuyas bases esten relacionadas con los estados de deformacién constante,
a =456,
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El 0 0 C[roo
Gol=10 |E|] 0 — [Gc]—lzf 010
0 0 2|E| El o o :
Lo mismo para [B], de la siguiente manera:
Pa 0
[Br. = 0 Pa

[ ¢aNodl' — [ g Ny dL
E OF

[ @a N1 dT 0
OF
[Bed) = 0 [ o Nodl'
OF
[ ©a Nodl' [ o N1 dD
E OF

Finalmente, se puede definir

[I1z] = [Gr] '[B&]

asociada a los modos de cuerpo rigido, donde

[Br] = [[Bri] -~ [Brd -+ [Bral]

[Ic] = [Ge] ' [Bc]

asociada a los estados de deformacion constante, donde

[Bo| = [[Bci] -+ [Bea] -+ [Beal].

= E[Ic]-

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

3.3. Discretizacion y descomposicion de la forma débil

Un paso importante en el método del elemento virtual, es la descomposiciéon de los des-
plazamiento mediante el operador de proyeccion definido en la seccion (3.2). Esta descom-
posicion divide de forma aditiva los desplazamientos en una parte que contiene los términos

polinomiales y otra que contiene los términos no-polinomiales:
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u' =" + (v — Iu"), (3.78)

v =" + (v — IIv"). (3.79)

Luego, estos desplazamientos descompuestos son reemplazados en la forma débil, lo que
permite la descomposicion de la matriz de rigidez en una matriz de rigidez que asegura la
consistencia y en otra matriz de rigidez que asegura la estabilidad. Esta descomposicion se
aplica a nivel de los elementos.

3.3.1. Forma débil MEV para mecanica de sélidos lineal

Después de sustituir la descomposicion (3.78) y (3.79) en la forma bilineal, se obtiene la
siguiente descomposicion de la forma bilineal sobre una celda de integracion

ap(u",v") = ap (Mu" + (uv" — "), IIo" + (v" — "))

3.80
= ap(u”, TTv") + ap(u" — u", v" — v"), (3.80)

donde se utilizo las propiedad de simetria de la forma bilineal y la condicién de ortogonalidad
(3.39). El primer término en el lado derecho es la forma bilineal asociada a la matriz de
rigidez de consistencia y el segundo término del lado derecho es la forma bilineal asociada a
la matriz de rigidez de estabilidad. Este segundo término se selecciona de forma conveniente
para que sea capaz de estabilidad y asegurar la convergencia del método, se plantea entonces
la aproximacion:

a(u",v") = ap(llu, v") + sp(u” — Mu", v" — ™). (3.81)

3.3.2. Forma débil MEV para mecanica de s6lidos no lineal

Tanto para el caso de deformaciones finitas (hiperelastico y elastoplastico) y como para
el caso de deformaciones infinitesimales en el régimen plastico, debido a la no linealidad de
las relaciones esfuerzo-deformacion, no es posible plantear la solucion de la forma débil de
forma directa. Especificamente, a(u,v) es lineal con respecto a v, pero no lineal respecto a
u, lo que implica ademas, la imposibilidad del uso de las propiedades de la forma bilineal, y
por ende la condiciéon de ortogonalidad. Asi, para estos casos, la descomposicion de la forma
débil para generar una matriz de consistencia y una de estabilidad se plantea mediante una
aproximacion directa

a({a};u", v") = ap({a}; TIu", TIv") + sp(u” — TTu", v" — TTIv"), (3.82)

para obtener una relacion idéntica a la anterior, salvo el comportamiento no lineal y la depen-
dencia implicita de un conjunto de variables internas {a} para el caso plastico. Luego, para
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resolver estas ecuaciones no lineales, se utiliza el procedimiento iterativo Newton-Raphson,
lo que requiere la linealizacion de la forma débil. Para este proposito se utiliza la derivada
direccional

DauF =L F(@, + wAu) = L[F] (3.83)

dw w=0

sobre a({a}; u,v), resultando:

a*({a}, u; Au,v) == Lla({a};u,v)], (3.84)

donde la notacién indica la dependecia implitica con respecto a w y {a}; y la bilinealidad
con respecto a v y Au. Ahora, para establecer el algoritmo iterativo sobre la forma débil
global, se define t,, como el paso de carga actual, y £ como el contador de iteraciones. Luego,
utilizando una expansion de series de Taylor truncada hasta el término lineal, junto con
(3.84), la ecuacion incremental para la resolucion iterativa se expresa como

a*("{a}," Tt uf; AuP, ) = 6, (v) + G(v) + a("{a)," T b o), (3.85)

donde se ha hecho la suposicion que las fuerzas externas son independiente del desplazamien-
to. Los desplazamientos son actualizados mediante

’rl+1,u/k+1 — TL-‘rluk +Auk7 (386)

donde Au* se calcula resolviendo (3.85) iterativamente hasta que el lado derecho se anule.

3.4. Operador ponderacién nodal

Para la construccion del esquema de integracion nodal, se propone un operador de pon-
deracion nodal que asocie a cada nodo de la malla la informaciéon de los elementos virtuales
conectados a este. Se denota como 77 al conjunto de elementos virtuales asociados al nodo
I,y a nk como al ntimeros de nodos de la celda E asociada al nodo I. Cada elemento virtual
contribuye |E|/nl, de area al nodo I, que al sumar todas las contribuciones, se obtiene el

area |I| del nodo I, como sigue:

=> niI\E\. (3.87)

reTt ' E

Similarmente, la deformacién e;(u") para un nodo I, se calcula al ponderar las deforma-
ciones e(u”) de cada E € T', como sigue:
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er(ul) =) |E|niIsE(uh). (3.88)
IeT! E

Analogamente, el tensor gradiente de deformacién nodal F;(u”) se obtiene al promediar
los tensores gradiente deformacion Fp(u) de cada elemento virtual, como sigue:

Fiuh =Y |E|niIFE(uh). (3.89)

IeT! E

En base a lo anterior, el operador de ponderaciéon nodal propuesto es el siguiente:

1
ml 1= B[k (3.90)
g
EcT!
donde | . ]p denota evaluacion sobre la celda E. Finalmente, utilizando este operador de

ponderacion nodal, la representacion nodal de una funcién F, que puede ser una matriz o un
tensor de orden arbitrario, se obtiene como

Fi=mlFl= 3 1F; [Fls (3.91)
EcT! E

3.5. Implementacion

3.5.1. Implementaciéon deformaciones infinitesimales
Matriz de rigidez de consistencia para elasticidad lineal

La construcciéon de la matriz de rigidez elemental de consistencia para elasticidad lineal, al
igual que en el método de los elementos finitos, parte de la forma débil a nivel de un elemento
(primer término del lado derecho de la ecuacion (3.81) ), al discretizar los desplazamientos
mediante la ecuacion (3.43), junto con la aplicacion de las propiedades de la forma bilineal,
como sigue:

2n 2n
CLE(H’u,h7 H’Uh) =ag <Z UZH(P“ Z 'UJH(PJ>
i=1

j=1
2n  2n
= Z ZuivjaE(Hgoi, ;) (3.92)
i=1 j=1
2n  2n

=3 uw;[Kgli;

i=1 j=1
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donde se defini6 [K§,);; como las componentes ¢,j de la matriz de rigidez de consistencia
[K¢] para un elemento £. Luego, utilizando (3.47), la componente de la matriz de rigidez se
puede reescribir como:

[K}:z]zy = ap(llp;, HSOj)

= ag ( E S me, sjm5>
ng Nk

:ZZS s;ag (Mg, mpg)

a=1 g=1

(3.93)

ng Nk

=D MuMsap(ma,my)

a=1 g=1

ng "Nk

= ) [Mai[T]5(Glas

a=1 =1

= (1] [G][IT)),5,

donde se definio ap(mg, ms) = [Glas, que al utilizar (3.24) y (3.27), también se puede
expresar como

(Glop = ap(ma, mp)

= / e(m,) : D :e(mg)dQ
B (3.94)

donde

(ma)l,l
[(m.)] = (Ma)22 : (3.95)
(Ma)12 + (Ma)21

y [D] es la matriz constitutiva para un material lineal elastico e isotropico dada por

0
D] = 01, (3.96)

para el estado de esfuerzo plano y
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E 1—v v 0

v 1—v 0 3.97
CTri-—2) | o o 1w (3.97)
2

D] =

para el estado de deformacioén plana, siendo £, el médulo de elasticidad y v el coeficiente de
Poisson. Al utilizar las bases (3.44), la ecuacion (3.94) se anula para 3, a = 1,2, 3, pudiendo
expresar las componentes no nulas de [G], como sigue

[G] = |E|[I¢]"[D][Ic), (3.98)
donde
100
[Iegl= (0 1 0 (3.99)
00 2

Finalmente, considerando que las componentes de (3.94) se anulan en (3.93) cuando 3, =
1,2,3, y utilizando (3.76) y (3.98) en (3.93), la matriz de rigidez de consistencia se deduce
como sigue:

(K3 = 1] [G][I]
= |E|[ILc] ' [I¢] " [D][I¢][Ie ]

= |E| ([Ge] ' [Be)) ' [I6]T[D][Id] (IGe] [Bel)

’EHBC] Gc]™ [IGHD][IG][GC] '[Bc]
8B D10 2 B, 10
~ Bl gyl Dltel e
_ T U]y U]

= |E|[W ][ D][Wgl,
donde se consideré que [I¢][Ic] = [Ic][Ia] = [I], y se definio

[Bc|

Wg] = B

(3.101)

Matriz tangente y vector de fuerzas internas para elastoplasticidad infinitesimal

La construccion de la matriz de rigidez tangente elemental de consistencia para elastoplas-
ticidad infinitesimal, parte de la forma débil descompuesta linealizada a nivel de un elemento
(término del lado izquierdo de la ecuacion (3.85), junto con el primer término del lado de-
recho de la ecuacion (3.82), utilizando la definicion de la forma débil para deformaciones
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infinitesimales (3.24)), al discretizar los desplazamientos mediante la ecuacion (3.43), junto
con la aplicacion de las propiedades de la forma bilineal de la forma débil linealizada, como
sigue:

2n 2n
ap({a}, Mu"; ATlu", TIv") = aj, ({a},Huh; > Aullg,, Zvjmpj>

i=1 j=1
2n  2n

=> Y Auwjay({a}, Tu"; g, Tg,) (3.102)
i=1 j:l

D) PN
i=1 j=1

donde se definio [Kf, glij como las componentes 7, de la matriz de rigidez tangente de
consistencia [K{ p] para un elemento £. Luego, utilizando (3.47), la componente de la matriz
de rigidez se puede reescribir como:

[KtC,E]zJ = ap({a}, Tu"; T, ;)

ng ng
=a} <{a}, ", Z S7My, Z s?mg)
a=1 B=1
N ngk

—ZZsa ba({a}, TTu"; my, mp)
(3.103)

donde se definio a%({a}, Tu"; m,, ms) = [Gylas. Para este caso (elastoplastico infinitesi-
mal), debido a la relaciéon no lineal esfuerzo-deformacion, se requiere la linealizacion

DpuT = AT = g—f :Ae =D, : Ae, (3.104)

que junto con (3.103), se llega a que
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[Gt]aﬂ = a*E({a}v Huh; me, mﬁ)
:/Es(ma):Dt:s(mB) a0

(3.105)
- / &(ma))T[D[E(m)] 40

donde [D;] es una matriz con las componentes del tensor constitutivo tangente elastoplés-
tico infinitesimal

D111 Diiza Dine
[Di] = | Dagi1 Dazas Daoio
Dig11 Disza Dioin

: (3.106)

que es calculado, al igual que el esfuerzo, mediante el algoritmo de mapeo de retorno radial.
Al igual que en el caso eldstico lineal, al utilizar las bases (3.44), la ecuacion (3.105) se anula
para §,«a = 1,2,3, de modo que las componentes no nulas de [G;] se pueden expresar como

[Gy] = |E|[Ic]"[Dy][I¢). (3.107)

Finalmente, similar a la deduccion de la matriz de rigidez para caso elastico lineal, la matriz
de rigidez tangente de consistencia para elastoplasticidad infinitesimal se deduce como sigue:

[K? gl = 117G

= |E ![Hc]T[I G]T[Dt][f G] [Hc]

=Bl ([Go] ' [Bel) | I5] ([Ge] ' [Bel)
’EHBC] [GC] [IG][ ][IG] [Gc] ' [Bc] (3.108)
_ rc] [Ic] '
= |E|[Bc] Z] LDyl | [Bc|
_ T [1] 1]
= |E|[Bc] E[Dt]ﬁ[ c]

= |E|[Wg]'[Di][Wg].

El procedimiento para encontrar el vector de fuerzas internas es similar al procedimiento de
la matriz tangente. Se parte de la forma débil descompuesta no lineal a nivel de un elemento
(el tercer término del lado derecho de la ecuacion (3.85), junto con el primer término del lado
derecho de la ecuacion (3.82)), al discretizar los desplazamientos mediante la ecuacion (3.43),

junto con la aplicacién de la propiedad de la linealidad respecto a v", como sigue:
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aE({a};Huh,th) =ag ({a};Huh,Zijgoj>

j=1
2n

= wvjap({a}, Tu"; Tu, Tg)) (3.109)
Jj=1

2n
= vilfinplis
j=1

donde se definié [ff , p]; como la componente j de la matriz de fuerzas internas de consis-
b

tencia [ff ; 5] para un elemento E. Luego, utilizando (3.47), la componente de la matriz de

fuerzas internas se puede reescribir como:

[ fnt,E}j = aE({a};Huh,Hcpj)

ng
=ag ({a}; ", Z Sfmg)

p=1

ng
= sjap({a}; Mu’, my)
B=1

- (3.110)
= Mgap({a;Tu", my)
s=1

donde se defini6 ag({a}; u", mg) = [Y]s, que también se puede expresar como

Vs = ap({a};Tu", mp)
:/E(mg) : T(Mu™) dQ (3.111)
= |E|[e(myp)]" o (TTu")],
donde
Tll(H’LLh)

[6(Tu")] = | Ty (Iu"
Tho(TTuh

(3.112)

~— —

Como siempre para las bases (3.44), la ecuaciéon (3.111) también se anula para 3, =
1,2,3, de modo que las componentes no nulas de [Y] se pueden expresar como
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Y] =|B|[Ic]"[6 (TTu")). (3.113)

Finalmente, similar a la deduccion de la matriz de rigidez tangente de consistecia, el vector
de fuerzas internas de consistencia para elastoplasticidad infinitesimal se deduce como sigue:

(fiute) = MT[Y]

I T[T 6 ()
=B ([Ge] M [Be)) " 6] o (luh)]
= |E|[Be]T[Go] M I6)[6 (TTul)]
. [Ic] A , (3.114)
= E|[Be] "5 oo (1u")

- |EHBCF%[&<HM

= |E|Wc]'[5].

3.5.2. Implementaciéon deformaciones finitas

La construccion de la matriz de rigidez tangente elemental de consistencia para deforma-
ciones finitas, al igual que para el caso de plasticidad infinitesimal, parte de la forma débil
descompuesta linealizada a nivel de un elemento (término del lado izquierdo de la ecuacion
(3.85), junto con el primer término del lado derecho de la ecuacion (3.82), pero utilizando
la definicion de la forma débil para deformaciones finitas (3.7)), al discretizar los desplaza-
mientos mediante la ecuacion (3.43), junto con la aplicacion de las propiedades de la forma
bilineal de la forma débil linealizada, como sigue:

2n 2n
ap({a}, u"; ATlu", TIv") = aj, ({a}, Mu® Y~ Aulle,, > ij%->

i=1 j=1
2n  2n

= ZZAuivja}i;({a},Huh;Hcpz-,Hcpj) (3.115)
i=1 j=1
2n  2n

=) Auwy[Kg g,
i=1 j=1

donde se defini6 [KF p]i; como las componentes i,j de la matriz de rigidez tangente de
consistencia [K 7, p] para un elemento E. Luego, utilizando (3.47), la componente de la matriz

de rigidez tangente se puede reescribir como:
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[K;“,E]ij = ap({a}, Tu; Ty, ;)

ng ng
=aj ({a}, Hu”; Z sy, Z 5§m5>
a=1 ps=1

nE Nk
—ZZSQ bar,({a}, TTu"; my, mp)
a=1 =1
v s (3.116)
= > Mullsap({a}, Hu';me,my)
a=1 =1
ng ng B
= [Mai[s;(Z1]us
a=1 =1
= ([0 [Z,)[10)),5,
donde se definio a}({a}, u";m,, ms) = [Z}]as. Para este caso, debido a la relacion no
lineal esfuerzo-deformacion y las deformaciones finitas, se requiere las linealizaciones
oS
DpuS =AS = — I : AE =Dy : AE(u,Au), (3.117)
Yy
DauE = AE(Au,v) = Sym(V,v' V,Au), (3.118)

donde AE(u, Au) = Sym(Vau' F). De modo que

(Z/]s = ap({a}, Tu";m,, myp)

_ /E (AS(Tu", my) : B(lu", ms) + SITu") : AE(ma, ms)) d9

_ / (F"(Ilw)Vmg : Dy : FT (IIu)Vim, + Vmg : VmoS(Iw)) dQ  (3.119)
= [ (T FT DA FE + (T S)HL) a0

= |E|[H3]'[F]'[D7][F|[H.] + |E|[Hp) ' [S][H.],

donde [Dr| es una matriz con las componentes del tensor constitutivo tangente finito

Dllll D1122 D1112
[Dr] = | Dasi1 Dazzo Domia| (3.120)
D1211 D1222 D1212
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Sll 512 0 0
r 521 522 0 0
[S] - 0 0 Sll 812 3 (3121)

0 0 So S

Fii 0 Fy 0
[Fl=10 Fop 0 Fyl, (3.122)
F12 Fll F22 F21

(ma)
[H,] = Ema;m - (3.123)
(ma)

Las componentes del esfuerzo y del tensor constitutivo tangente, son calculados mediante
el algoritmo de mapeo de retorno radial. Luego, al utilizar las bases (3.44), [Z;] se pueden
expresar como

[Z,] = |E|[H)[F|"[D7|[F|[H] + |E|[H][S|[H], (3.124)
donde
00 0 100
ol o
00 0 010

Finalmente, similar a los casos anteriores, la matriz de rigidez tangente de consistencia
para deformaciones finitas se deduce como sigue:

(K7 5 = 1) [Z,][11]

— | /(1) ()" [F) (D) [F)H)1) + |20 (B [S)H|W,  (3.126)
= |E|[Wg] ' [F]"[D1][F|[W g + |E|[W 5] [S][W g]
donde se defini6
(W) = [H|[]. (3.127)
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El procedimiento para encontrar el vector de fuerzas internas para deformaciones finitas
es similar al procedimiento del vector de fuerzas internas para deformaciones infinitesimales,
pero utilizando la version finita de la forma débil (3.7). Se parte de la forma débil descom-
puesta no lineal a nivel de un elemento (el tercer término del lado derecho de la ecuacion
(3.85), junto con el primer término del lado derecho de la ecuacion (3.82)), al discretizar los
desplazamientos mediante la ecuacion (3.43), junto con la aplicacion de la propiedad de la
linealidad respecto a v", como sigue:

aE({a};Huh,th) =ag ({a};Huh,Zijgoj>

j=1
2n

= ZvjaE({a}, u”; u", ;) (3.128)
j=1

2n
= Z Uj [f;NT,E]ﬁ
j=1

donde se defini6 [ffnp gl; como la componente j de la matriz de fuerzas internas de consis-
tencia | finT, g para un elemento E. Luego, utilizando (3.47), la componente de la matriz de
fuerzas internas se puede reescribir como:

[fIcNT,E]j = ap({a}; HUh» H‘Pj)

ng
=agp ({a}; ", Z sfmg)

p=1

n
= sjap({a};u’,my)
1

(3.129)

:Q
=

(0] 507 ({oc}; TTu", mg)

[]5;(ZFlp

M2 1]

1

I~ ™
'E' Il
=,
N
3,
E—/

donde se defini6 ag({a}; Tu", mg) = [ZF]s, que también se puede expresar como
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(Zr]s = ap({o}; TTu", my)

:/S(Huh) : E(Tu, mg) dQ
= / FT(IIu")Vmg : S(u") dQ (3.130)

- /E H | [F)[5] 40

— |E|[H)'[F][S],
donde
Sll(H’U,)
[S] = | Sye(TTuh) | . (3.131)
512<Huh)

Luego, al utilizar las bases (3.44), la ecuacion (3.130) se pueden expresar como

Zr] = |EI[H]"[F][S). (3.132)

Finalmente, similar a la deducciéon de la matriz de rigidez tangente de consistencia, el
vector de fuerzas internas de consistencia para deformaciones finitas, se deduce como sigue:

[fIcNT,E] = [H]T[ZF]
B\ [H]'|
|E|[Wg]'[F)

|

S]. (3.133)

Y

]

3.5.3. Vector de fuerzas externas

En este trabajo se considera aplicaciones de cargas externas no dependientes del despla-
zamiento. De este modo, la formulacion de las matrices-columnas de las cargas externas es
la misma tanto para el caso infinitesimal como para el caso finito, ya sea para elasticidad o
plasticidad. La aproximacion utilizada se construye proyectanto la funciéon de peso v" sobre
las constantes, al igual que el vector de densidad de fuerza impuesto ¢ para las fuerzas super-
ficiales y la fuerza de cuerpo b para le fuerzas de cuerpo. La matriz-columna para las fuerzas
de cuerpo se aproximan como

Oy (0" ~ /E Mb-Tw"dQ =  [fy0] = |E|I[N]T[B], (3.134)

donde
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1
[b]:E/EbdQ,

M=% W W W= ).

Similarmente, la matriz-columna para las fuerzas superficiales se aproximan como

lop(oh) ~ / Mt T dl =[] = |l N[,
eE?th

donde
- 1
[t]—/ bdr.
|6| eegth
y
. L g 1 9
=503
0303

3.5.4. Matriz de estabilidad

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)

Uno de los ingredientes importantes en el método del elemento virtual, es la construccion
de la matriz de estabilidad que asegura la convergencia. Para el caso de deformaciones infini-
tesimales, esta matriz se construye utilizando un operador adecuado capaz de "factorizar'"las
funciones de base candnicas desde el operador de proyeccion, permitiando extraer una matriz
de rigidez no computable con el propoésito de aproximarla mediante una matriz computable.

Tomando en cuenta que [16, 54|

ngk n

N
M, = sima = 57 ma(X))g;
a=1 a=1 7j=1
= [I,];[NY;,
j=1
donde

NI =[p1 @2 - @u],
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se define que

11,5 = Z sima(X;)
_ "k D) [T, (3.142)
= ([D][II])y
y
mq(X1) mao(X,) mg(X)
[D] = ml(:Xz) mQ(:XQ) mﬁ(:XQ) . (3.143)
ml(Xn) mg(Xn) mG(Xn)
luego,
1,) - DI, (3.144)

La construcciéon de la matriz de rigidez elemental de estabilidad para deformaciones infi-
nitesimales, al igual que la matriz de rigidez, parte de la forma débil a nivel de un elemento
(segundo término del lado derecho de la ecuacion (3.80) ) y al discretizar los desplazamientos
mediante la ecuacion (3.43) y (3.144), junto con la aplicacion de las propiedades de la forma
bilineal. De modo que:

(3.145)
donde ag ([N],[N]") =~ [Sg]; [I2,] es una matriz diagonal n X n cuyas entradas son matrices
identidad 2x 2;y [a] = [a1 ay -+ ag,)", [b] = [b1 ba -+ bay]" son los coeficientes para las

funciones de desplazamiento y de peso, respectivamente. Finalmente, la matriz de estabilidad
para deformaciones infinitesimales se expresa como

(K] = (o] = [TL)[S e ([T20] — L] ), (3.146)

la cual depende de [Sg], y se selecciona de tal forma que pueda entregar estabilidad y que
sea capaz de mitigar la rigidez en el limite casi incompresible. Se utiliza [34, 57|
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mix (1, ([WC]T[E][Wc]).) sii=J, (3.147)

[SElij = ij
0 si 1 # 7,
donde
) 20 0 0
D=0 2u 0f. (3.148)
0 0 u

Para el caso de deformaciones finitas, la matriz de estabilidad se construye a partir de la
descomposicion directa de la funcién de densidad de energia [17, 52]

W(u) = W(llu) + W(u) — W(llu), (3.149)

la cual se aproxima mediante

W (uw) = W(ITu) + W (u) — W(Ilu), (3.150)

donde W es un potencial de energia de deformacion estabilizado modificado. El primer tér-
mino del lado derecho de la ecuacion (3.150) esta relacionado con la forma débil de con-
sistencia (matriz de rigidez de consistencia), y el segundo término del lado izquierdo estéa
relacionado con la forma débil de estabilidad (matriz de rigidez de estabilidad). Luego, la
forma integral asociada a la matriz de estabilidad a nivel de una celda de integracion se
aproxima como

sp(u — u", v" — Tv") = ag(u”,v") — ap(llu", o)

s 3.151
ap,(u",v") — ap(Tu", "), (8151)

1

%

donde para el término izquierdo cada celda de integracion E se descompone en ng tridAngulos
E; de area |FEj|, y a denota la forma débil asociada a la densidad de energia W. La desompo-
sicion de la celda de integracién en subdominios triangulares se fundamente en la necesidad
de calcular u, la cual es solo conocida en los bordes de cada celda E. Luego, la estabilidad
para deformaciones finitas se deduce al utilizar (3.151) junto con (3.84), (3.126) y (3.133),
resultando la matriz de estabilidad tangente

Ns

(K3 = [Krp) — [Krgl, (3.152)

=1
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y el vector de estabilidad de fuerzas internas

Ns

[f}gNT,E] = Z[ijTE] - [f;NTE] (3.153)

=1

Se utiliza la energia de deformacion de estabilizacion propuesta por van Huyssteen et al.
[52]

A

W =

l\'>|7;>
l\D|>/>

(Ic —2—=2In(J)) + =(J — 1)?, (3.154)

basada en el modelo de Neo-Hookean, donde i y A denotan parametros de Lamé modificados
dados por

f=0(1+ o), (3.155)

A= BT5(N), (3.156)

que a su vez dependen de los parametros de Lamé [52]

E,v

A= 1+ u)éjl —2v) (8.157)
y
= % (3.158)

en funcién de las constantes elasticas de elasticidad lineal y parametros estabilizadores que
dependen de la geometria de cada celda de integracion E. La modificacion de los parametros
de Lamé esté orientada a que A se asemeje lo mas posible a A evitando el bloqueo volumétrico
en el limite casi incompressible cuando v — 0.5. Para lograra esto, se utiliza una expansion
en series de Taylor de quinto orden

(v — I/O)
T.(A) = X E 3.159
UO + 81/7’ Y ( )
donde n; es el orden de la expansion, y se ha reportado vy = —0.25 para mayor generalidad
[52]. El parametro estabilizador © se define como
O =21+ v)— (3.160)
VAR '



donde AR = Ry/R; es la razon de aspecto de una celda de integracion, calculada con radio
mayor Ry y el radio menor R; de una elipse circunscrita a la celda. Luego, este parametro ©
es utilizado para calcular el factor de estabilizador definido por

o=—" (3.161)
donde oo = T5(\)/ E,,.

3.5.5. Matrices nodales

La forma débil nodal para elasticidad lineal utilizando el operador de ponderaciéon nodal,
se expresa como:

alf (rr[u”], 7r[v") = ap(m "], 7 [Ho") + s;(m[u” — Du"], 7 [o" — ™). (3.162)

En base a lo anterior, la matriz de rigidez de consistencia del esquema de integraciéon nodal
para elasticidad lineal se calcula como

[K7] = 1|[W,]" [D][W], (3.163)

donde [W] = 7;[[W g]]. Similarmente, la matriz de rigidez de estabilidad

[K5] = ([2n) — [TL])1[S1]([T20] — [TL,) 1)1, (3.164)

donde [S7] = 71 [[SE]] v (2] — [I1,))r = 71[([L2,] — [IL,])]. Las matrices-columnas de fuerzas
externas de cuerpo y de densidad de fuerza son, respectivamente

[fo) = I[N [bs), (3.165)

[fei] = [ Ir|[Nr.1) " [E4], (3.166)

donde [N;] = 7;[[N]], [bi] = 7;[[b]], [Nr1] = 7i[[Nr]] v [br] = 7;[[b]]. Luego, denotando
como 7" al conjunto de los nodos de la particion, la ecuacion matricial de equilibrio para
elasticidad lineal se escribe como

Z{KC K7 Z{fbl [feal} - (3.167)

IeTn IeTn
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Similarmente, la forma débil nodal para mecanica de sélidos no lineal se expresa como:

ai({a}p;m[u’], m[o"]) = ar({a}; 7 [Ou"], 7 [To"]) 4 s;(m[u” — Tu"], 7 [o" — ™).
(3.168)

donde {a}; denota un conjunto de variables internas para el caso pléstico, que son evaluadas
y almacenadas directamente en el nodo I. La matriz de rigidez tangente de consistencia
nodal y la matriz-columna de fuerzas internas nodal para elastoplasticidad infinitesimal son,
respectivamente

Kg,) = 1w ] [Di][W . (3.169)

] = W[5, (3.170)

int,I

donde [Dt] es una matriz con las componentes del tensor constitutivo tangente elastoplastico
infinitesimal, [¢] una matriz-columna con las componentes del tensor de esfuerzo, similares
a (3.106) y (3.112) respectivamente, pero calculadas en el nodo I utilizando la deformacion
nodal ponderada (3.88). Por otro lado, la matriz-columna de estabilidad de fuerza internas
nodal es

[Finea] = (T2a] = [))1[S1]([T20] = [TL,]")slal. (3.171)

Luego, la ecuacion matricial nodal de equilibrio incremental para elastoplasticidad infini-
tesimal se escribe como:

> g+ K 1Aa) = = > {(Fidd + ) = o = (el (3172)

IeTn IeTm

Las matrices para el caso con deformaciones finitas, se utiliza [W ;| = m/[[W g]], resultan-
do la matriz tangente de consistencia nodal y la matriz-columna de fuerza internas nodal,
respectivamente:

Y]

(K5 ] = [I|[W /)" [F]" [D][F)[W,] + |I|[W,]"[S][W]. (3.173)

[fine) = Wi [F[S). (3.174)
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donde [D7] es una matriz con las componentes del tensor constitutivo tangente finito, [S]

una matriz-columna con las componentes del tensor de esfuerzo, y [S] es una matriz con las
componentes del tensor de esfuerzo, similares a (3.120), (3.131) y (3.121) respectivamente,
pero calculadas en el nodo I utilizando el tensor gradiente de deformacion nodal ponderado
(3.4). Similarmente, la matriz de estabilidad tangente nodal para deformaciones finitas

Ns
~_C

[K}g] = Z[K;I] - [KT,I]> (3-175)

i=1

y la matriz-columna de estabilidad nodal de fuerzas internas

Ns

[.f?NT,I] = Z[f?NTI] - [f;NT,I]- (3.176)

i=1

Luego, la ecuacion matricial nodal de equilibrio incremental para deformaciones finitas se
escribe como:

> {iKs )+ (K51} (Aal = = S {[Fivedl + Finr) = fodl = (i} (3277)

IeTm IeT™

3.5.6. Simetria en el eje

Las matriz de rigidez para el caso de simetria en el eje de VEM y NV EM se construyen
siguiendo el mismo procedimiento estandar utilizado en el método de los elementos finitos.
Esto se hace agregando componentes adicionales en la matriz de deformacion (3.127), en
la matriz de las componentes del tensor grandiente de deformacion (3.122), en la matriz
de las componentes del esfuerzo (3.121), (3.131), y en la matriz de las componentes del
tensor constitutivo tangente (3.120). Estas componentes adicionales son las que consideran
las componentes angular de las coordenadas cilindricas en el contexto de la simetria en el
eje. De esta manera, para la aproximacion de simetria en el eje, se consiguen la matriz con
las componentes del tensor constitutivo tangente

Dllll D1122 D1112 D1133
D2211 D2222 D2212 D2233

D axis| — s 3.178
D7.azis] Dio11 Dizoz Diziz Diass ( )
D331 Dszaz Dsziz Dssss
la matriz con las componentes del tensor gradiente de deformaciéon
Fiu 0 Fy 0 0
— 0 F12 0 F22 0
Faxis - 5 3.179
Fol =1p, Py B B 0 (3.179)

0 0 0 0 F33
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las matrices con las componentes del tensor de esfuerzo

St
[SaxiS] = 522 ) (3180)
St2
S33
Sy S22 0 0 0
. Sgl 522 0 0 0
[Sazis) = |0 0 Su Sz 0|, (3.181)
0 0 521 SQQ 0
0O 0 0 0 Sy
y la matriz de deformacion
W (Wl }
w axis| — | 1yxr ) 3.182
(W s i [[WE,T] (3.182)

donde R, es la distancia desde el eje de simetria al centro de la celda de integraciéon, n la
cantidad de nodos por celda, y la matriz [W g,] tiene dimensiones 1 x 2n. En el contexto de
las coordenadas cilindricas, las componentes 3 de los tensores corresponden a la componente
angular ©, las componentes 1 de los tensores corresponden a la componente R, y las compo-
nentes 2 corresponde a Z. Con lo anterior, la matriz de rigidez tangente y la matriz columna
de fuerzas internas para la aproximacion de simetria en el eje para el método del elemento
virtual son, respectivamente,

[K’;,E,azis] = 27TR‘ E‘ [WE,am's}T [Fam's]—r [DT,a:vis] [Fam's] [WE,ULI'L'S] (3 184)
+ 27TR|E| [WE,a:cis]T [gaxis] [WE,axis] ’

A

[-fIcNT,E,aa:is] = 27TR|E| [WE,aIiS]T [Fam's] [Sam’s] . (3185)

La matriz de estabilidad tangente y la matriz de estabilidad de fuerzas internas se cons-
truyen adaptando las matrices de estabilidad de la secciéon anterior a la aproximacion de
simetria en el eje. La matriz de rigidez tangente de estabilidad y la matriz columna de fuerza
internas de estabilidad para el método del elemento virtual, son, respectivamente:

(K

FE,azis

| = 27 R[K¢], (3.186)
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[f?NT,E,am’s] = 27TR[f?NT,E]' (3.187)

Luego, utilizando el operador ponderacion nodal sobre las matrices anteriores se obtie-
nen las matrices nodales para la aproximacion de simetria en el eje. La matriz de rigidez
de consistencia nodal y la matriz columna de fuerza internas de consistencia nodal, son,
respectivamente:

[K’;’,I,ami] = |I| [Wl,axi]T [Fl,am']—r [bT,azi] [F],aaci] [Wl,ami]

AV , (3.188)
+ ‘]HWI,(Z(Ei] [Sam’] [W],am']

[fICNT,I,aa:i] = |I‘ [Wf,axi]—r [Fl,a:(;i] [S'a:ti]' (3189)

Similarmente el caso anterior, las matrices de estabilidad nodal son

[K?am’] - 27TRI[K§]7 (3190)

[f}gNT,I,ami] = 27TRI[f§NT,]]~ (3.191)

donde R; es la distancia desde el eje de simetria al nodo I.

3.5.7. Matriz de masa e integracién temporal

Para un problema dindmico general, la ecuacién de movimiento matricial esta dada por:
[M][i] + [C][4] + [Ku] = [F] (3.192)

donde [M] es la matriz de masa, [C] es la matriz de amortiguamiento, [K|] es la matriz
de rigidez, [F] es un vector columna de fuerzas externas, [t] es el vector columna con los
coeficientes de aceleracion, [@t] es un vector columna con los coeficientes de velocidad y [u]
es un vector columna con los coeficientes de desplazamiento. Matematicamente, la Ecuacion
(3.192) representa un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, el cual puede
abordarse mediante métodos numéricos para la integracion en el tiempo. Un esquema co-
munmente implementado en programas comerciales es el método de Newmark, basado en las
siguientes ecuaciones:

Uy = U+ (1 — ) Ab) iy + (1AL Ty, (3.193)
U1 = Uy + (At) 'iLt + ((05 — Bt)At2)ut + (ﬂtAtQ)ﬂt+1, (3194)
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donde 7, v B; son parametros que determinan la precision y estabilidad del método. Para v,
=1/2y p; = 1/4 corresponde al método del promedio constante de la aceleracion. Mientras
que para v, = 1/2y B, = 1/6 corresponde al método de aceleracion lineal. Para completar
la ecuacion (3.192) se requiere una matriz de masa, se utiliza [55]

[M g] = [M7] + [M7]

. . (3.195)
= p|E|(INJIL]) ((NJIL,]) + p| E|([L24] — [TL,])([L24] — [IL,] ),

donde [M %] es la matriz de masa de consistencia, y [M 3] es la matriz de masa de estabilidad.
La matriz de masa de consistencia de masa requiere ser calculada mediante sub-triangulacion,
y la matriz de estabilidad de masa se calcula similar a la matriz de estabilidad para elasticidad
lineal.
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Capitulo 4
Ejemplos numéricos y analisis

En este seccién se presenta, compara y discuten varios ejemplos numéricos implementados
con el esquema NV EM, y otros esquemas estandar basados en desplazamiento [52, 58, 59,
57|, tanto para los problemas eléstico lineales, elastopléasticos infinitesimales, hiperelasticos,
y elastoplasticos con deformaciones finitas. Las mallas utilizadas se generaron mediante el
programa Gmsh. Las mallas de poligonos de mas de cuatro lados se generaron en base a
mallas de triangulos, las cuales se procesaron mediante un algoritmo en donde el centroide
de cada tridngulo se utilizdo como vértices para construir la malla de poligonos. Los esquemas
se implementaron en el lenguaje de programacion ¢ + +, y para la visualizacion graficas de
los resultados se utilizo el programa Paraview.

4.1. Elasticidad lineal

4.1.1. Viga en voladizo

Una viga en voladizo con espesor unitario y una carga parabdlica en uno de sus extremos
es utilizada para el estudio de convergencia bajo el refinamiento sucesivo de la malla. La
Figura 4.1(a) muestra un esquema de la geometria y condiciones de contorno del problema.
Las condiciones de contorno esenciales en el lado fijo x = 0 de la viga se aplican segtun la
solucion:

P 3D?
Uy = ——2 ((6L —32)r+ 2+ )y — —(1+ 17)),
6E,I 2 1)
_ _ o0 N2
Uy = 6E, 1 <3l/y (L—2)+ (3L — x)x ),

con B, = E,/(1—v) y ¥ = (1 — v) para un estado de deformacién plana, donde E, es el
modulo de elasticidad, v es el coeficiente de Poisson, L es el largo de la viga, I es el segundo
momento de area de la viga, D es el ancho, y P la carga aplicada en x = L. Las componentes
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A
Y

(a) (b)

Figura 4.1: Problema de viga en voladizo: (a) Esquema del problema con condiciones de
borde y (b) malla de ejemplo.

de esfuerzo exactas estan dadas por

P(L —x)y
O-J) [ )
o, =0, (4.2)
P(D?/4 —y?)
ny = T

La carga parabolica en el lado de la traccién tangencial se impone utilizando o, de (4.2).
Para el estudio de convergencia se considera D = 4 in, L = 8 in, P = —1000 Ibf, ademas
se evalian dos conjuntos de constantes eléstica. El primer conjunto, correspondiente al caso
compresible, tiene £ = 107 psi y v = 0.3; mientras que el segundo conjunto, correspondiente
al caso casi-incompresible, tiene E = 107 psi y v = 0.499999. Una malla de ejemplo se muestra
en la Figura 4.1(b). La Figura 4.2 muestra graficas de la norma L? y la seminorma H'® tanto
para el caso compresible y casi-incompresible. Para el caso compresible, los esquemas NV EM
VEM [57] y VEM B — Bar [59] muestran tasas de convergencia 6ptimas, donde VEM y
VEM B — Bar tienen mayor precision que NVEM en la norma L?, mientras que en la
seminorma H' los tres esquemas tienen precisiones similares. Para el caso incompresible, las
precisiones son similares, exceptuando para el esquema V E M, el cual muestra una precision
baja y no describe una tasa de convergencia 6éptima al bloquear volumétricamente. La Figura
4.3 muestra los resultados graficos de la magnitud del desplazamiento de los tres esquemas,
mostrando claramente el bloqueo volumétrico en V EM para el caso incompresible.

4.1.2. Placa con orificio

Este ejemplo consiste es una placa con un orificio de radio r( centrado en el origen cargado
al infinito por o, = T', 0, = 0., = 0 segin se esquematiza en la Figura 4.39. La solucion
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Figura 4.2: Tasas de convergencia para el problema de la viga en voladizo: (a) normal L? y
(b) seminormal H*.
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Figura 4.3: Resultados graficos del problema de la viga en voladizo. En (a), (¢) y (e) se
muestra la magnitud del desplazamientos para los casos compresibles para los esquemas
NVEM,VEM,y VEM B —bar respectivamente. En (b), (d) y (f) se muestra la magnitud
del desplazamientos para los casos incompresibles de los esquemas NVEM, VEM,y VEM
B — bar respectivamente
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Figura 4.4: Esquema probelma de la placa con orificio.

exacta esta dada por

Uy = % (K —2|- 1rcos(9) + %g((fé; + 1) cos(6) + cos(39)> - :—écos(39)>, "
2 4 4.3
uy = % (H - 3 sin(6) + %0 ((n — 1)sin(6) + sin(39)> - ;’:—g sin(39)>,

con p = E,/(21+v)) y s = (3—v)/(1+v) para el caso de deformacion plana. Como
se muestra la Figura 4.5(a), debido a sus dos ejes de simetria, sélo el primer cuadrante es
modelado. Para su implementacion, se impone el desplazamiento u, = 0 a lo largo de x =0
y u, = 0 alo largo de y = 0. Las tracciones son impuestas en los otros dos bordes segin
la solucion exacta de las componentes del esfuerzo. Las componentes del esfuerzos exactos
estan dados por

2 4
_p(1-T(3 3o
O = T(l ( cos(20) + cos(40)> + 5 cos(46’)),

r2\2
2 1 4
o, =—-T (% <§ cos(20) — cos(49)> + ;)—:2 Cos(49)>, (4.4)

[\

4
rH 3rg .

Opy = =T (ﬁ <% sin(20) + sin(46‘)) ~ o sm(49)) .

Para el estudio de convergencia se considera rg = 1 in, T' = 100 pst y a = 5 in, ademés
se evalian dos conjuntos de constantes eléstica. El primer conjunto, correspondiente al caso
compresible, tiene £ = 10 psi y v = 0.3; mientras que el segundo conjunto, correspondiente
al caso casi-incompresible, tiene £ = 103 psi y v = 0.499999. Una malla de ejemplo se mues-
tra en la Figura 4.5(b). La Figura 4.6 muestra graficas de la norma L? y la seminorma H'!
tanto para el caso compresible y casi-incompresible. Para el caso compresible, los esquemas
NVEM, VEM vy VEM B — Bar muestran tasas de convergencia 6ptimas, donde VEM
y VEM B — Bar tienen mayor precision que NV EM en la norma L?, mientras que en
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Figura 4.5: Problema placa con orificio: (a) diagrama del problema y (b) malla de ejemplo.
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Figura 4.6: Tasas de convergencia para el problema de la placa con orificio: (a) normal L? y
(b) seminormal H'.
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la seminorma H', NV EM muestra una precision levemente superior. Para el caso incom-
presible, el comportamiento de las precisiones son similares (NV EM muestra una precision
levemente superior), exceptuando para el esquema V EM, el cual muestra una precision baja
y no describe una tasa de convergencia 6ptima al bloquear volumétricamente. La Figura 4.7
muestra los resultados graficos del desplazamiento horizontal de los tres esquemas, mostrando
el bloqueo volumétrico en V EM para el caso incompresible.

4.1.3. Cilindro de pared gruesa

Este ejemplo consiste en una representacion de deformacion plana (con espesor unitario)
de un cilindro de pared gruesa sometido a presion interna. La geometria, las condiciones de
contorno y la malla utilizadas en este ensayo numérico se muestran en la Figura 4.8, donde
p es presion interna, r; es el radio interior, y 7, es el radio exterior. La solucion analitica esta

dada por
(L+v)rip (7o
e 1-2 , 4.
u B2 — %) \ 1 +7( V) (4.5)

(2
la cual esta expresada en coordenadas polares. Para el estudio de convergencia se considera
r; =3 1in, r, =9 in p =10 psi, ademés se evalian dos conjuntos de constantes elasticas. El
primer conjunto, correspondiente al caso compresible, tiene E = 103 psi y v = 0.3; mientras
que el segundo conjunto, correspondiente al caso casi-incompresible, tiene £ = 10° psi y
v = 0.499999. Una malla de ejemplo se muestra en la Figura 4.5(b).

La Figura 4.9 muestra graficas de la norma L? y la seminorma H'! tanto para el caso
compresible y casi-incompresible. Para el caso compresible, los esquemas NVEM, VEM y
VEM B — Bar muestran tasas de convergencia 6ptimas, donde VEM y VEM B — Bar
tienen mayor precision que NV EM en la norma L?, mientras que en la seminorma H*!, los
tres esquemas muestras tasas similares. Para el caso incompresible, el comportamiento de las
precisiones son similares, exceptuando para el esquema V EM, el cual muestra una precision
baja y no describe una tasa de convergencia 6ptima al bloquear volumétricamente. La Figura
4.10 muestra los resultados gréaficos de la magnitud del desplazamiento de los tres esquemas,
mostrando el bloqueo volumétrico en V EM para el caso incompresible.

4.2. Elastoplasticidad infinitesimal

4.2.1. Membrana de Cook

Este ejemplo consiste en una viga empotrada con seccidon transversal variable y una fuerza
cortante en el otro extremo. Este ejemplo se utiliza para estudiar los esquemas numéricos bajo
la combinacién de flexion y cortante cuando el sélido deformable presenta comportamiento
casi-incompresible. La geometria, las condiciones de contorno y un ejemplo malla utilizadas
se muestran en la Figura 4.11, donde ¢ = 3.6 N/mm es la fuerza externa. Se supone espesor
unitario y condiciéon de deformaciéon plana. El material empleado es elastoplastico bilineal,
basado en el criterio de von Mises, con endurecimiento isotrépico lineal, con £ = 1500 M Pa,
v =04999 S, =75 MPa, H = 3.25 M Pa. En este ejemplo se compara NVEM, VEM,
y el ya conocido desempeno de FEM Q4. Para este estudio, se compara el desplazamiento
vertical del extremo superior derecho de la viga, en el punto A de la Figura 4.11(a). La Figura
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Figura 4.7: Resultados graficos del problema de la placa con orificio. En (a), (c) y (e) se
muestra la componentes horizontal del desplazamiento para los casos compresibles para los
esquemas NVEM, VEM,y VEM B — bar respectivamente. En (b), (d) y (f) se muestra la

componentes horizontal del desplazamientos para los casos incompresibles de los esquemas
NVEM,VEM,y VEM B — bar respectivamente
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Figura 4.8: Problema cilindro de pared gruesa: (a) diagrama del problema y (b) malla de
ejemplo.
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Figura 4.9: Tasas de convergencia para el problema cilindro de pared gruesa: (a) normal L?
y (b) seminormal H'.
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Figura 4.10: Resultados gréficos del problema cilindro de pared gruesa. En (a), (c) y (e)
se muestra la magnitud del desplazamientos para los casos compresibles para los esquemas
NVEM,VEM,y VEM B —bar respectivamente. En (b), (d) y (f) se muestra la magnitud

del desplazamientos para los casos incompresibles de los esquemas NVEM, VEM,y VEM
B — bar respectivamente
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Figura 4.11: Problema membrana de Cook: (a) diagrama del problema y (b) malla de ejemplo.

4.12 muestra un grafico de la convergencia del punto A bajo refinamientos sucesivos. Como
es de esperar, F'EM-(Q4 bloquea al igual que V EM, mientras que NV EM no bloquea. En
la Figura 4.13 se muestra los resultados gréaficos del esfuerzo de von Mises y la deformacion
pléstica acumulada. Estos graficos muestran la subestimacion del esfuerzo, y por consiguiente
la subestimacion de la deformacion plastica acumulada.

4.2.2. Placa elastoplastica perforada

En este problema se considera un cuarto de una pkaca perforada sometida a tracciéon bajo
un desplazamiento impuesto. Una malla de ejemplo y las condiciones de borde se muestran
en la Figura 4.14. La placa tiene espesor unitario y se asume condicion de deformacion plana,
con H =180,V =100y ro = 50. Se aplica un desplazamiento vertical 5 = 2 mm en el borde
superior de la placa, y los bordes izquierdo, derecho e inferior se restringen en la direccion
normal a estos bordes. El material empleado es elastoplastico bilineal, basado en el criterio
de von Mises con plasticidad perfecta, con £ = 68646.55 M Pa, v = 0.3 S, = 238.301595
MPa, H=0 M Pa. En este ejemplo se compara NVEM, V EM, y el ya conocido desempeno
de FEM Q4. Para este estudio, se compara la reacciéon de la cara superior contra los pasos
de pseudo-tiempo, y este grafico se muestra en la Figura 4.15. Aqui se aprecia que de los
esquemas comparados, solo para NV EM la curva muestra una carga limite en el régimen
plastico. En la Figura 4.16 se muestra los resultados graficos del esfuerzo de von Mises y
la deformacion pléstica acumulada. Estos graficos muestran el mismo esfuerzo de von Mises
para los tres casos, acorde al compotamiento perfectamente plastico, y la subestimacion de
la deformacion pléastica acumulada de VEM y FEM-QA4.

4.2.3. Cilindro de pared gruesa

Este ejemplo consiste, similar al ejemplo de elasticidad lineal, en una representaciéon en
deformacion plana (con espesor unitario) de un cilindro de pared gruesa sometido a presion
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Figura 4.12: Grafico de convergencia para el problema de la membrana de Cook elastopléstica

infinitesimal.

interna. La geometria, las condiciones de contorno y un ejemplo de malla utilizadas en este
ensayo numérico son las mismas que se muestran en la Figura 4.8, donde p es la presion
interna, r; es el radio interior, y r, es el radio exterior. Para este estudio se considera r; = 100

mm, r, = 200 mm p = 180 M Pa.

El material empleado es elastoplastico bilineal, basado en el criterio de von Mises con
plasticidad perfecta, con E = 210000 M Pa, v = 0.3 (compresible), v = 0.4999 (casi-
incompresible) S, = 240 M Pa, H = 0 M Pa. En este ejemplo se compara NVEM, VEM,y
el ya conocido desempeno de FFEM Q4. Para este estudio, se compara los desplazamientos
radiales en el punto A y B contra los pasos de pseudo-tiempo, grafico que se muestra en la
Figura 4.17. Aqui se aprecia que, para el caso compresible, los comportamiento se ajustan
bien en los esquemas comparados, mientras que para el caso incompresible, F'EM-Q4 los
desplazamiento se subestiman debido al bloqueo volumétrico. En las Figuras 4.18 se mues-
tra los resultados graficos de la magnitud del desplazamiento para el caso compresible y

casi-incompresible, respectivamente.

4.2.4. Prueba de punzén de Prandtl

Este problema consiste en analizar un domonio rectangular simétrico, bajo la compresion
de un punzoén ridigo y rugoso que aplica un desplazamiento vertical sobre parte de la superficie
superior del domonio, como se muestra en la Figura 4.19. Se considera deformacion plana y
un desplazamiento aplicado de i, = —50 mm. Debido a la simetria, solo se utiliza la mitad
del dominio. El material empleado es elastoplastico bilineal, basado en el criterio de von Mises
con plasticidad perfecta, con E = 10° M Pa, v = 0.499 S, = 100 M Pa, H = 0 M Pa. Para
este estudio, se compara la reaccion de la cara superior contra el desplazamiento impuesto, y
este grafico se muestra en la Figura 4.20. Aqui se aprecia que, de los esquemas comparados
solo para NV EM la curva muestra una carga limite en el régimen plastico. En la Figura
4.16 se muestra los resultados graficos del esfuerzo de von Mises y la deformaciéon pléastica
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Figura 4.14: Problema Placa elastoplastica perforada: (a) diagrama del problema y (b) malla
de ejemplo.
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perforada.
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Figura 4.17: Graficos de convergencia para el problema cilindro de pared gruesa elastoplastico
infinitesimal

acumulada.

4.3. Hiperelasticidad

4.3.1. Membrana de Cook

Este ejemplo, al igual que en el caso elastopléastico infinitesimal, consiste en una viga
empotrada con seccion transversal variable y una fuerza cortante en el otro extremo. La geo-
metria, las condiciones de contorno y un ejemplo malla utilizadas en este ejemeplo numérico
se muestran en la Figura 4.11, donde ¢ = 4.0 N/mm es la fuerza externa. Se asume espesor
unitario y condicién de deformaciéon plana. El material empleado es Neo-Hookean casi in-
compresible, con £ = 2000 M Pa, v = 0.499995. En este ejemplo se compara NV EM, VEM
con dos estabilizaciones. Para este estudio, se compara el desplazamiento vertical del extremo
superior derecho de la viga, en el punto A segin la Figura 4.11(a) respecto al incremento de
divisiones en los bordes del domonio. La Figura 4.23 muestra un grafico de la convergencia
del punto A bajo refinamientos sucesivos. Como es de esperar, F'EM-()4 sufre de bloqueo
volumétrico, mientras que los demas esquemas no bloquean. Por otro lado, VEM con la
estabilizacion de Chi converge més rapido que NV EM y la otra estabilizacion. En la Figura
4.24 se muestra los resultados graficos de la magnitud del desplazamiento.

4.3.2. Compresion plana bajo desplazamiento

Este ejemplo es utilizado para comprobar la capacidad de los métodos numéricos para
soportar grandes deformaciones. Consiste en un dominio cuadrado de 1 x 1 que es sometido a
compresion bajo el desplazamiento de dos placas paralelas perfectamente rigidas, una unida
a la parte superior del dominio, y la otra a la parte inferior. Debido la simetria del problema,
se utiliza solo un cuarto del dominio, segin se muestra en la Figura 4.25(a) junto con las
condiciones de borde. Se aplica un desplazamiento para alcanzar una deformaciéon vertical
del 45 %. La malla utilizada se muestra en la Figura 4.25(b). Se asume espesor unitario y
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Figura 4.18: Resultados gréaficos del problema cilindro de pared gruesa elastoplastico infini-
tesimal. En (a), (¢) se muestra la magnitud del desplazamientos para los casos compresibles
para los esquemas NV EM, VEM, respectivamente. En (b), (d) se muestra la magnitud del
desplazamientos para los casos incompresibles de los esquemas NV EM, VEM respectiva-

mente
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Figura 4.22: Problema de la membrana de Cook hiperelastica: (a) diagrama del problema y
(b) malla de ejemplo.
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Figura 4.23: Grafico de convergencia para de la membrana de Cook hiperelastica.
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Figura 4.24: Resultados graficos del problema cilindro de pared gruesa. En (a), (c) y (e)
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Figura 4.25: Problema de compresion plana bajo desplazamiento: (a) diagrama del problema
y (b) malla de ejemplo.

condicién de deformacion plana. El material empleado es Neo-Hookean casi incompresible,
con k = 400889.806 M Pa, p = 80.194 M Pa. En este ejemplo se compara NV EM, VEM
con dos estabilizaciones [52, 58|. En la Figura 4.26 se aprecia el buen desempeno de NVEM y
VEM1 [52] bajo la deformacion extrema, mientras que V EM?2 [58] no es capaz de completar
la simulacion.

4.3.3. Compresion plana bajo presién

Este problema consiste en un dominio rectangular 10 x 20 utilizado como prueba para
comprobar la capacidad de una formulaciéon numérica para describir grandes deformaciones
en materiales casi-incompfesibles cuando estan sometidos a una carga de presion independinte
de la deformacion. La geometria del problema y sus condiciones de borde se muestran en la
Figura 4.27(a). Debido la simetria del problema, se utiliza solo la mitad del dominio, segin
se muestra en la malla de ejemplo de la Figura 4.27(b) junto con ¢ = —800 M Pa. El material
empleado es Neo-Hookean casi incompresible, con x = 400889.806 M Pa y u = 80.194 M Pa.
En este ejemplo se compara NV EM, VEM con dos estabilizaciones. En la Figura 4.28 se
aprecia el buen desempeno de NVEM y V EM1 para describir la deformaciéon bajo la presion
impuesta, mientras que V EM2 muestra inestabilidades y subestima el desplazamiento por
el bloqueo volumétrico.

4.3.4. Indentacién sin friccién de un bloque

Este problema consiste en un dominio rectangular 2 x 1 bajo indentacién sin fricciéon bajo
la condicion de deformacion plana. Este problema prueba la capacidad del esquema numérico
para deformarse bajo compresién en un dominio altamente restringido. En el problema, los
desplazamientos normales de las superficies laterales e inferior estan restringidas, permitiendo
el deslizamiento paralelo a las caras, mientras que en la mitad cara superior se aplica un des-
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Figura 4.26: Resultados graficos del problema de compresién plana bajo desplazamiento.
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Figura 4.28: Resultados graficos del problema de compresion plana bajo presion. En (a), (b) y
(c) se muestra la magnitud del desplazamientos para los esquemas NVEM, VEM,y VEM?2
respectivamente.
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Figura 4.29: Problema de indentacion sin friccion de un bloque: (a) diagrama del problema
y (b) malla de ejemplo.

plazamiento para comprimir la cara como se muestra en la Figura 4.29(a). El desplazamiento
aplicado es de 0.35 mm y la malla utilizada se muestra en la Figura 4.29(b). El material
empleado es Neo-Hookean casi incompresible, con x = 400889.806 M Pa y u = 80.194 M Pa.
En este ejemplo se compara NV EM, VEM con dos estabilizaciones. En la Figura 4.30 se
aprecia que NVEM y VEM]1 describen la misma forma deformada bajo el desplazamiwnto
impuesto, mientras que V E M2 muestra inestabilidad numérica.

4.3.5. Columna bajo oscilaciéon libre

Este ejemplo consiste en una columna de dimensiones 1 x 6 m empotrada en su parte
inferior y sometida a una velocidad inicial permitiendo que oscile libremente. Se utiliza este
ejemplo para revisar la capacidad de conservar la energia de los esquemas numéricos. El
material empleado es Neo-Hookean compresible, con u = 0.4225 M Pa A = 10 MPa p =1
kg/m3. Se utiliza el algoritmo de integracion temporal de Newmark sin amortiguamiento,
con un paso de tiempo de At = 0.125 s y un tiempo total de 200 segundos. La velocidad
inicial impuesta se aplica en funciéon de la altura, donde 95 = 0.0333.X5. Se considera espesor
unitario y deformacién plana. En la Figura 4.31 se muestra dos malla de ejemplo. Las mallas
se construyeron con base en mallas de triangulos, donde se subdividieron los bordes del
dominio de forma regular, recombinando los tridngulos para formar mallas (4, y utilizando
sus centroides como vértices de poliginos para construir mallas de més de tres lados (Poly).

En la Figura 4.32(a) se muestran la magnitud del desplazamiento de la esquina superior
derecha de la columna para el esquema VEM y NV EM1 para diferentes mallas, mostrando
que ambos esquemas convergen a la misma respuesta oscilatoria. En la Figura 4.32(b) se
muestra la evolucion de la energia total para las diferentes mallas, mostrando que los esquemas
requieren mallas finas para alcanzar la conservacion de energia. En la Figura 4.33 se muestra
la evolucion de las energias para los esquemas NV EM y VEM1 para la malla Q4 40 x 200.

4.3.6. Impacto de una esfera elastica

Este ejemplo consiste en el impacto de una esfera eléstica sobre una superficie del mismo
material. La esfera es un 1 in de diametro (cuerpo 1 o cuerpo objeto) y cilindro donde
impacta (cuerpo 2 o cuerpo de contacto) tiene un didmetro de 2 in y una altura de 4 in. Por
la simetria del problema se utiliza la aproximacion de simetria en el eje. El material empleado
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Figura 4.30: Resultados gréficos del problema de indentacién sin friccion de un bloque. En
(a), (b) y (c) se muestra la magnitud del desplazamientos para los esquemas NVEM, VEM,
y VEM?2 respectivamente.
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Figura 4.31: Problema de columna bajo oscilacion libre. (a) Malla de ejmplo @4, y (b) malla
de ejemplo de poligonos.
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Figura 4.32: (a) Magnitud del desplazamiento del punto ubicado en elextremo superior de-
recho de la columna para diferentes mallas y (b) la evolucion de la energia total.
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Figura 4.33: Evolucion de las energias para (a) NVEM, (b) y VEM.
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Figura 4.34: Malla utilizada en el problema de impacto de una esfera elastica.
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Figura 4.35: Magnitud del desplazamiento para el problema de impacto de una esfera eléstica.

es Neo-Hookean casi-incompresible, con E = 100 psi, v = 0.3, p = 1 kg/m?. Se utiliza el
algoritmo de Newmark con contacto penalizado, con un paso de tiempo de At = 0.1 s y un
tiempo total de 1000 segundos. La velocidad inicial impuesta es de 0o = —5 in/s. La malla
utilizada se muestra en la Figura 4.34. En la Figura 4.35 se muestra la esfera al impactar
a los 1000 segundo de simulaciéon, donde se aprecia el buen comportamiento de los cuerpos
impactados, sin rastros de modos espurios.

4.4. Elastoplasticidad finita

4.4.1. Membrana de Cook

Este ejemplo, al igual que en el caso elastoplastico infinitesimal, consiste en una viga empo-
trada con secciéon transversal variable y una fuerza cortante en el otro extremo. La geometria,
las condiciones de contorno y un ejemplo malla utilizadas en este ejemeplo numérico se mues-
tran en la Figura 4.11, donde ¢ = 4.0 N/mm es la fuerza externa. Se supone espesor unitario
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Figura 4.36: Problema de membrana de Cook para plasticidad finita (mismo esquema que
casos anteriores): (a) diagrama del problema y (b) malla de ejemplo.

y condicién de deformacion plana. El material empleado es Neo-Hookean casi-incompresible
en la parte elastica, y en el régimen plastico se utiliza el modelo basado en el criterio de
von Mises, con endurecimiento isotrépico lineal, con £ = 200 M Pa, v = 0.3 S, = 5 M Pa,
H =20 M Pa. En este ejemplo se compara NV EM, VEM con dos estabilizaciones.

Para este estudio, se compara el desplazamiento vertical del extremo superior derecho de la
viga, en el punto A segun la Figura 4.36(a) respecto al incremento de divisiones de la malla. La
Figura 4.37 muestra un grafico de la convergencia del punto A bajo refinamientos sucesivos.
Similar al caso hiperelastico, V EM2 converge mas rapido que NV EM y VEM1. En la Figura
4.38 se muestra los resultados graficos del esfuerzo de von Mises y la deformacion pléastica
acumulada en el ultimo paso de pseudotiempo, en donde se aprecia que el comportamiento en
los esquemas NV EM y V EM1 son similares, mientras que en V EM?2, debido a distorsion de
la malla en el extremo superior izquierdo, se concentra el esfuerzo generando una deformacion
pléstica acumulada més elevada.

4.4.2. Indentacién sin friccién de un bloque

Este problema, al igual en el problema hipereléstico, consiste en un dominio rectangular 2 x
1 bajo indentacion sin fricciéon bajo la condicion de deformaciéon plana. Este problema prueba
la capacidad del esquema numeérico para deformarse bajo compresién en un dominio altamente
restringido. En el problema, los desplazamientos normales de las superficies laterales e inferior
estan restringidas, permitiendo el deslizamiento paralelo a las caras, mientras que en la mitad
cara superior se aplica un desplazamiento para comprimir la cara como se muestra en la
Figura 4.29(a). El desplazamiento aplicado es de 0.35 mm y la malla utilizada se muestra en
la Figura 4.29(b). Se asume espesor unitario y condicién de deformacion plana. El material
empleado es Neo-Hookean casi-incompresible en la parte elastica, y en el régimen plastico
el modelo es basado en el criterio de von Mises, con endurecimiento isotrépico lineal, con
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Figura 4.37: Grafico de convergencia del problema de la membrana de Cook para plasticidad
finita. En la grafica se compara los esquemas NVEM, VEM1,y VEM?2
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Figura 4.38: Resultados graficos del problema de la membrana de Cook para plasticidad
finita. En (a), (¢) y (e) se muestra la deformacion pléastica acumulada para los esquemas
NVEM, VEM]1,y VEM?2 respectivamente. En (b), (d) y (f) se muestra el esfuerzo de von
Mises para los esquemas NVEM, VEM1, y VEM2 respectivamente.
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Figura 4.39: Problema de indentacién sin friccion de un bloque para elastoplasticidad finita
(mismo esquema que caso hiperelastico): (a) diagrama del problema y (b) malla de ejemplo.

k = 400889.806 M Pa, u = 80.194 M Pa, S, =5 MPay H =20 M Pa.

En este ejemplo se compara NV EM, VEM con dos estabilizaciones. En la Figura 4.40 se
aprecia que NVEM y VEM1 describen la misma forma deformada bajo el desplazamiento
impuesto, mientras que VEM2 muestra inestabilidades numéricas. Por otro lado, tanto el
esfuerzo de von Mises como la deformaciéon plastica acumulada son similares para los esque-
mas NVEM y VEM1, mientras que estos valores son superiores para V EM2 debido a la
distorsion generada por la inestabilidad.

4.4.3. Compresiéon plana bajo desplazamiento

Este ejemplo, al igual que para el caso hipereléastico, es utilizado para comprobar la capaci-
dad de los métodos numéricos para soportar grandes deformaciones. Consiste en un dominio
cuadrado de 1 X 1 que es sometido a compresioén bajo el desplazamiento de dos placas para-
lelas perfectamente rigidas, una unida a la parte superior del dominio, y la otra a la parte
inferior. Debido la simetria del problema, se utiliza solo un cuarto del dominio, segin se
muestra en la Figura 4.41(a) junto con las condiciones de borde. Se aplica un desplazamiento
para alcanzar una deformacion vertical del 45 %. La malla utilizada se muestra en la Figura
4.41(b). Se asume espesor unitario y condicién de deformacion plana. El material empleado
es Neo-Hookean casi-incompresible en la parte elastica, y en el régimen plastico el modelo es
basado en el criterio de von Mises, con endurecimiento isotropico lineal, con k£ = 400889.806
MPa, = 80.194 MPa, S, =5 MPay H =20 MPa. En este ejemplo se compara NV EM ,
VEM con dos estabilizaciones. En la Figura 4.42 se aprecia el buen desempeno de NV EM
y VEM]1 bajo la deformacién extrema, mientras que V EM2 muestra inestabilidades numé-
ricas. Por otro lado, tanto el esfuerzo de von Mises como la deformaciéon plastica acumulada
son similares para los esquemas NV EM y V EM1, mientras que estos valores son superiores
para V EM?2 debido a la distorsiéon generada por la inestabilidad.

4.4.4. Contacto entre dos bloques

Este ejemplo consiste el contacto de dos bloque de dimensiones 2 x 1 (cuerpo 1 o cuerpo
objeto) y 4 x 2 (cuerpo 2 o cuerpo de contacto) bajo la accion de un desplazamiento vertical
en la parte superior del primer bloque en una representacion de deformaciéon plana con
espesor unitario. Se utiliza este ejemplo para comprobar el desempeno del esquema NV EM
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Figura 4.40: Resultados graficos del problema de indentacion sin friccion de un bloque para
elastoplasticidad finita (mismo que caso hiperelastico). En (a), (c) y (e) se muestra la defor-
maciéon plastica acumulada para los esquemas NV EM, VEM1, y VEM?2 respectivamente.
En (b), (d) y (f) se muestra el esfuerzo de von Mises para los esquemas NVEM, VEM1,y
V EM?2 respectivamente.
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Figura 4.41: Compresion plana bajo desplazamiento (mismo que caso hiperelastico): (a) dia-
grama del problema y (b) malla de ejemplo.
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Figura 4.42: Resultados graficos del problema de compresion plana bajo desplazamiento para
elastoplasticidad finita. En (a), (c) y (e) se muestra la deformacion pléastica acumulada para
los esquemas NV EM, VEM1, y VEM?2 respectivamente. En (b), (d) y (f) se muestra el
esfuerzo de von Mises para los esquemas NVEM, VEM1, y VEM?2 respectivamente.
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Figura 4.43: Malla utilizada en el problema de contacto entre dos bloques

para contacto elastoplastico. Debido a la simetria, se utiliza solo la mitad del dominio, cuya
malla se muestra en la Figura 4.43. La parte inferior del cuerpo de contacto se impiden los
desplazamientos verticales y horizontales, en la parte superior del cuerpo objeto se impone
un desplazamiento de i, = —0.35 in, y en las caras izquierda de ambos cuerpos la condicion
de simetria. Se utiliza contacto penalizado. El material empleado es el modelo de Hencky en
la parte eléstica, y en el régimen pléstico el modelo es basado en el criterio de von Mises, con
endurecimiento isotrépico lineal, con diferentes propiedades para el cuerpo objeto y el cuerpo
de contacto. Para el cuerpo de objeto se utiliza F; = 15 x 10° psi, vy = 0.33, 5,1 = 19,5 x 10
psi, Hy = 0 psi, y para el cuerpo de contacto Fy = 107 psi, vo = 0.33, Sy = 13 x 10° psi,
Hs; = 0 psi. En la Figura 4.44 se muestra los graficos nodales para el esquema NV EM, donde
se aprecia el buen comportamiento de los cuerpos en contacto, sin rastros de modos espurios.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo de tesis, se desarroll6 e implement6 un método de integraciéon nodal basado
en la forma débil de Galerkin y la descomposicion del elemento virtual para mecéanica de
solidos lineal y no lineal. La caracteristica nodal se basa en la ponderacion de la deformacion
de las celdas de integracion asociado a cada nodo. Para deformaciones infinitesimales, la
ponderacion se construye con la ponderacion del tensor de deformacion infinitesimal, mientras
que para deformaciones finitas, se construye con el tensor gradiente de deformacion. Esta
caracteristica nodal permite que todas las variables se almacenen directamente en los nodos,
incluida las variables que requieren ser almacenadas en los modelos de material dependiente
del historial. La formulaciéon demostré un buen desempeno para materiales compresible y
casi-incompresibles, ya sea lineales y no lineales. Se estudiaron varios problemas estdndar
en dos dimensiones de referencia para evaluar la precision y el rendimiento del método de
integracion nodal basado en la descomposicion del elemento virtual compardndolos con otros
esquemas numeéricos estandar.

Para elasticidad lineal, se modelaron los problemas clasicos de una viga en voladizo, una
placa con orificio y un cilindro de pared gruesa. Se modelaron materiales compresibles y casi-
incompresible, donde el esquema propuestos NV E'M mostr6 un buen desempeno, entregando
soluciones precisas, convergentes y estables en la norma L? y seminorma H' del error de
desplazamientos en todos estos ejemplos numéricos. En los ejemplos, NV EM mostr6 un
desempeno similar a V EM-B—bar, pero con la diferencia que NV EM almacena las variables
de esfuerzo y deformacion en los nodos, mientras que V EM-B—bar las almacena en las celdas
de integracion.

Para elastoplasticidad infinitesimal, se modelaron los problemas clasicos de la membrana
de Cook, una placa perforada sometida a traccion, un cilindro de pared gruesa y la prueba del
punzon de Prandtl. El esquema propuesto, demostré resolver los problemas de forma precisa
y sin bloqueo volumétrico. En estos modelos, la deformacion plastica acumulada, variable que
requiere ser utilizada en el siguiente paso de tiempo, es almanecada y evaluada directamente
en los nodos.

La ampliacion del esquema a la formulaciéon con deformaciones finitas se prob6 en primer
lugar para problemas hiperelésticos, donde se model6 la membrana de cook, un problema de
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compresion bajo desplazamiento, un problema de compresion bajo presion, un problema de
indentacion sin friccion de un bloque eléstico, un problema de oscilacion libre, y un problema
de impacto. En los problemas estaticos se compar6 NV EM con VEM y dos estabilidades. El
esquema propuesto NV EM , similar a V EM1, al heredar su estabilidad, demostré una buena
precision y ser capaz de soportar grandes deformaciones en materiales casi-incompresibles,
mientras que el esquema NV EM?2 mostré inestabilidades bajo la deformacion impuesta, a
pesar de converger més rapido en el problema de la membrana de Cook en comparacion a
los demas esquemas. Respecto al problema de impacto, este mostrd ser estable durante la
simulacion estudiada.

Finalmente, la formulacion se probé para elastoplasticidad con deformaciones finitas, que
al igual que en el caso anterior, se compar6 con el esquema propuesto con V EM y dos estabi-
lidades. Los problemas implementados son la membrada de Cook, el problema de indentacion
sin friccion de un bloque, un problema de compresién bajo desplazamiento, y un problema
de contacto simple. Los esquemas, al heredar la estabilidad del VEM para deformaciones
finitas, demostré una buena precision y ser capaz de soportar grandes deformaciones en ma-
teriales casi-incompresibles, mientras que el esquema NV EM2 mostro6 inestabilidades bajo la
deformacion impuesta, generando una sobreestimacion de la deformacion plastica acumulada.
Respecto al problema de contacto, este demostroé no poseer inestabilidades numéricas.

Como desventaja se puede decir que el esquema requiere el desarrollo de estabilidades mas
robustas, que no disipen energia, esto segiin el comportamiento energético mostrado en el
problema de la columna bajo oscilacion libre. Para trabajos futuros se sugiere extender el
esquema NV EM a las tres dimensiones, tanto para problemas lineales y no lineales. También
se sugiere implementar el esquema en problemas con grandes deformaciones que requieran
remallados sucesivos para aprovechar el almacenamiento de las variables en los nodos, y asi
evitar el remapeo de informacion.
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